Bac Réunion 2000 : correction de ’exercice n°2 (spé)

VDa=n*-n*-12n=nn*-n—-12) =n(n—4)(n+3) et b=2n>-Tn—-4= (n—4)(2n+1).
2)a) Ona28—a=2(n+3)—(2n+1)=>5.
2)b) d = PGCD(«, B) divise « et 8 donc divise aussi 28 — a = 5.
2)c) e Supposons que 5| a; 5| (2n+1) —5 =2n —4 = 2(n — 2) donc d’apres le théoreme
de Gauss, 5|n — 2 vu que 2 et 5 sont premiers entre eux.
e Si on suppose que 5|3, alors 5| (n+3) =5 =n— 2.
e Réciproquement supposons que 5|n —2; alors 5|2(n—2)+5=aet 5| (n—2)+5=p.
(*) Remarque : - Sin =2 [5], 5|n — 2 donc 5|« et 5|5 d’ou 5|d. Cela implique d = 5
puisque d € {1;5} d’apres 2)b).
- Sin # 2 [5], 5 ne divise pas n — 2; d qui divise « et (3, ne peut donc pas étre égal a 5, ce
qui prouve que d = 1.
3)Siu=1letv=—-2ux(2n+1)+vxn=1est une relation de Bézout. n et 2n + 1 sont
donc premiers entre eux.
4)a) e PGCD(a,b) = PGCD(n(n—4)(n+3); (n—4)(2n+1)) = (n—4)PGCD[n(n+3); 2n+1]
par homogénéité du PGCD en tenant compte du fait que n —4 > 0 vu que n > 5.
e Soit 6 = PGCDI[n(n + 3),2n + 1]; prouvons que d = ¢ :
D’une part PGCD(6,n) divise n. D’autre part PGCD(d,n) divise § donc divise également
2n + 1. Ainsi PGCD(d,n) est un diviseur positif commun & n et 2n + 1 qui sont premiers
entre eux (voir question précédente). Donc PGCD(d,n) = 1 : § et n sont premiers entre eux.
Comme ¢ | n(n+3), on a donc 6 | n+ 3, d’apres le théoreme de Gauss. Cela prouve que ¢ est
un diviseur commun a n + 3 et 2n + 1 et donc que § divise d (leur PGCD).
Enfin, d|n+ 3 et d|2n + 1 donc d est aussi un diviseur commun a n(n + 3) et 2n + 1 : cela
démontre que d | 6.
d>0,0>0,d|detd|ddoncd=09.
e Conséquence : PGCD(a,b) = (n —4)d = { S(n—4) S? n=20]

n—4 sinon
( voir (*) a la fin du 2)c) )
4)b) e Sin =11, a = 1078 = 7 x 154 et b = 161 = 7 x 23. PGCD(154,23) = 1 donc
PGCD(a,b) = 7. Le résultat fourni par la question précédente quand n # 2 [5] est bien
indentique : n —4 =11 -4 =T7.
o Sin=12 a=1440 = 40 x 36 et b = 200 = 40 x 5. PGCD(36,5) = 1 donc PGCD(a,b) =
40. Le résultat fourni par la question précédente quand n = 2 [5] est bien indentique :
B(n—4) = 5 x 8 = 40.



