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Chapitre 9
Integration

cours de TeeES

Dans le cadre du programme de terminale nous allons, dans un premier temps, définir la notion d’intégrale d’'une fonction positive
a I'aide d’'une approche graphique par les aires. Puis, dans un second temps, nous définirons la notion de primitive d’'une fonction
continue sur un intervalle ce qui nous permettra de généraliser la notion d’'intégrale aux fonctions continues de signe quelconque.

I. Intégrale d’une fonction continue positive

1. Aire dans un repeére du plan et axiomes de la mesure des aires planes

Dans tout ce chapitre, on munit le plan d’'un repére orthogonal (O, I, J). On considére comme unité d’aire (notée u.a.) I'aire du
rectangle OI JK ou K (1;1). Certaines parties du plan ont une aire que I'on peut mesurer.

Exemple 9.1 :
Sur la figure ci-contre, on considére un repére orthogonal (O, I, J) et les D c
points A (1;2); B(4;2);C (4;4) et D (1;4).
Le rectangle ABC'D a pour aire 6 u.a.

T 6 u.a.

Attention : I'aire de ABC'D en unités d’'aire usuelles dépend des unités A B
graphiques choisies. 1ua.

Par exemple, si ces unités sont O = 2cmet OJ = 1cm f 0 i f f f
alors 1u.a. = 2cm? et donc 'aire de ABC D est 12 cm?. +

Remarque 9.1 : Quelques axiomes de la mesure des aires planes
Pendant longtemps les mathématiciens ont utilisé la notion d’aire sans la définir; il aura fallu attendre la fin du Xixe siécle avec
les travaux de Jacques HADAMARD puis de Henry LEBESGUE pour qu’une définition en soit donnée.

Dans ce chapitre nous utiliserons les axiomes suivants qui sont connus de fagon intuitive de tout éléve de 6¢ :

i) La mesure des aires est simplement additive :
Soit Py et P2 deux parties du plan d'aires respectives &7 (P1) et &7 (Pa).
Si P; et P5 sont « presque disjointes » (c’est a dire si leur intersection est constituée d’une réunion finie de segments et de
points) alors 'aire de P; U P est la somme des aires de P; et P2 cestadire : o (P1 UPy) = o (P1) + o (P2).

ii) La mesure des aires est invariante par symétrie axiale :
Soit P une partie du plan d'aire <7 (P) et d une droite du plan.
Si P” est l'image de P par la symétrie d’axe d alors P a la méme aire que P. C'est adire : &7 (P") = o7 (P).
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2. Définition par les aires de I'intégrale d’une fonction continue positive

'—[Propriété-définilion 9.1 (admise) ]

Soit (O, I, J) un repére orthogonal du plan et deux réels a et b tels que a < b.
Soit f une fonction continue et positive sur l'intervalle [a ; b] et C; sa représentation Crj
graphique dans (O, I, J). |
|
© La partie P du plan comprise entre 'axe des abscisses, la courbe C; et les droites }
d’équations = = a et x = b admet une aire. P ;
|
© On appelle intégrale de a a b de la fonction f la mesure de I'aire de cette partie P [ o ;
b | | |
en unités d'aire. On la note / f(z) dz. a 0 I b
a
Remarque 9.2 :
© Par abus de langage, on dit que / f(z) dz est « I'aire sous la courbe de f entre a et b ».
b
© On peut aussi bien écrire / f(z)dz que / f(t)dt ouencore / flu
On dit que la variable d’intégration est une « variable muette ».
Exemple 9.2 : Intégrale obtenue par un calcul d’aire dans le cas d’une fonction affine
La fonction définie sur [0; 1] par f : « — x est continue et positive sur [0 ; 1]. Dans le repére orthogonal X
(O,1,J), Iaire sous la courbe de f entre 0 et 1 est I'aire du triangle OTK ot K (1;1). 7 ‘
1 I
Ainsi, / xdz = 0,5. ‘
0 O 1
'—[Propriété 9.2 (démontrée ci-dessous) ]
Soit un repére orthogonal (O, I, J) et deux réels a et b tels que a < b.
Soit f une fonction continue et positive sur R et C; sa représentation graphique dans (O,1,J).
a
i) / f(x)dz =0
ii) Pourtout c € [a;b], / flx dx—/ flx d:c+/ f(z
iii) Si Cy est symétrique par rapport a (OJ) alors : f( dz = / flz
—a
et donc f(:r) dz = 2/ flz)dx
—a 0
i 7 |Cf
—‘a o' ]g (;L
Démonstration
Soit un repére orthogonal (O, I, J) et deux réels a et b tels que a < b.
Soit f une fonction continue et positive sur R et C; sa représentation graphique dans (O, I, J).
i) Sib = a, alors la partie P sous la courbe C entre a et b est réduite & un segment et est donc d’aire nulle.
ii) Ce point est une conséquence directe de I'axiome d’additivité de la mesure des aires.
iii) Ce point est une conséquence directe de I'axiome d’invariance par symétrie axiale de la mesure des aires.
|
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EXERCICE 9.1 : Déterminer l'intégrale d’une fonction affine par un calcul d’aire

On rapporte le plan & un repére orthogonal (O, I, J).

1) Tracer la représentation graphique de x — x + 1 et représenter des surfaces dont les aires, en unités d’aire, sont
2 5
(x—l—l)da:et/ (+1)du.
3

2) Calculer ces intégrales. Puis, vérifier a I'aide de la calculatrice les résultats obtenus.

égales aux intégrales /

3. Déterminer un encadrement d’une intégrale par la méthode des rectangles : exemple

Dans le cas d’'une fonction affine f on a vu dans I‘exempleet I’exerciceque pour déterminer l'intégrale de f entre deux
réels a et b on peut calculer 'aire sous la courbe entre a et b car elle a la forme d’un triangle ou d’un trapéze (et on dispose dans
ce cas de formules donnant la valeur exacte de l'aire sous la courbe).

Dans le cas général, lorsqu’on veut déterminer l'intégrale d’'une fonction continue quelconque, on ne peut pas se ramener a
un découpage en polygones. Dans ce cas, on peut toutefois construire une partie du plan constituée de rectangles qui nous
permettra de trouver une valeur approchée de I'aire sous la courbe.

Nous allons étudier cette méthode dans le cas d’'une fonction continue, positive et croissante.

Encadrement de I'aire sous la courbe a I’'aide de deux rectangles

On rapporte le plan a un repére orthogonal (O, I, J).
Soit f une fonction continue, positive et croissante et C¢ sa représentation graphique. Cr

Soit v et S deux réels appartenant a 'ensemble de définition de f tels que o < 5.
Sur l'intervalle [« ; (] I'aire sous la courbe de f entre v et 3 est comprise entre I'aire de deux rectangles,
I'un de hauteur f(«) et 'autre de hauteur f(f3) (tous deux ont une « largeur » et égale a 8 — «).

Ainsi,ona: (8 —a)f(a) < / flz)dz < (B—a)f(B)

Méthode des rectangles : encadrement de I’aire sous la courbe a I'aide de deux suites de rectangles

Soit n € N* et a et b des réels appartenant a 'ensemble de définition de f tels que a < b.
b

On veut déterminer un encadrement de/ f(z)da.
a

Pour cela on découpe [a ; b] en nintervalles [x¢ ; 1] ; [z1;22]; ... [Tn—1; 2] de « largeur » A
n 000

Puis, sur chacun de ces intervalles on encadre l'aire sous la courbe par deux rectangles construits s

comme précédemment. O] wowiwawzmwy

b—a Trt1 b—a
Ainsi, sur chacun des intervalles [z, ; xx+1] pour k allantde 0 an — lona: —— f(x) < / f(z)dx < flxgst)
n . n

$k+1 —a
f(@x) Z / fis)
k=0
— n—1
— on b—a
Enfin, par additivité de I'aire on en déduit : Z b=a flap) < / fla)de <> fxrsr)
n n
k=0 k=0
Et comme xy = a et z,, = b on conclut que flxg) / flx Z fxgs1)
k=0 k=

Remarque 9.3 :
Plus n est grand, plus I'encadrement est précis.
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2
Exemple 9.3 : Encadrement de / (2° + 1) dz d'amplitude 102
0

2
On va déterminer des encadrements de / (332 + 1) dz en utilisant la méthode des rectangles.
0

Pour cela on utilise I'algorithme suivant :

Variables a, b, x, h, u, v réels; On programme cet algorithme dans la calculatrice.
k, n entiers;
Debut Lorsqu’on I’ex2écute aveca = 0,b = 2etn = 100 on trouve :
saisir a, b, n; 4,6268 g/ (z® + 1) dz < 4,7068
x:=a; //initialisation de x 0
h:=(b-a)/n; //largeur des rectangles Lorsqu’on 'exécute avec a = 0, b = 2 et n = 500 on trouve :
u:=0; //somme des petits rectangles 2 5
v:=0; //somme des grands rectangles 4,658672 < /0 (2® +1) do < 4,674672

pour k allant de 0 jusque n-1 faire

Ui=u+thx (x*2+1) ; Lorsqu’on 'exécute avec a = 0, b = 2 et n = 1000 on trouve :

2
X:1=x+h; 4,662668 < / (x2 + 1) dzr < 4,670668
v:=v+h=* (x"2+1) ; 0
fin pour 2
afficher u, v; On en conclut que :| 4,662 < / (x2 + 1) dr < 4,672
: 0
Fin

EXERCICE 9.2 : Déterminer par la méthode des rectangles une valeur approchée d’une intégrale

4
Déterminer, par la méthode des rectangles, une valeur approchée de / (\/E + 1) dz 21072 pres.
0

Il. Primitives d’une fonction continue sur un intervalle

1. Définition et propriétés

’—[Propriété 9.3 (admise) ]

Soit a et b deux réels tels que a < b.

Si une fonction f est continue et positive sur [a ; b]

alors la fonction F' définie sur [a ; b] par F' : z — / f(¢t) dt est dérivable sur [a ; b] et a pour dérivée f.

\ J

’_| Définition 9.1

Soit f une fonction continue sur un intervalle 1.
On appelle primitive de f sur I toute fonction F' dérivable sur I telle que F’ = f.

\

Exemple 9.4 : Plusieurs primitives pour une méme fonction

Soit F} et F les fonctions définies sur R par Fy : . — 322 +5 et Fh : 2 +— 322 — 2.
F) et F, sont dérivables sur R et pour tout z € R, F{(z) = 62 = Fj(x).

Ainsi, F et F; sont deux primitives de la fonction f définie sur R par f :  +— 6.

Propriété 9.4 (admise) |

Toute fonction continue sur un intervalle I admet des primitives sur I.

Remarque 9.4 :

La propriété ci-dessus généralise la propriété [0.3]; elle garantit I'existence de primitives pour toute fonction continue de signe
quelconque.
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Propriété 9.5 (démontrée ci-dessous) ]

Soit f une fonction continue sur un intervalle 1.

© Si F est 'une des primitives de f sur I, les autres primitives de f sont les fonctions = — F'(x) + A ol A est une
constante réelle.

© Soit z € I etyo € R. Il existe une unique primitive G de f sur I telle que G(xp) = yo.

Démonstration
Soit f une fonction continue sur un intervalle 1.

© Soit F une primitive de f sur 1.

e Soit A € R et soit la fonction G : © — F(x) + A.
Alors G est dérivable sur I car somme de fonctions dérivables sur I etpourtoutx € I, G'(x) = F'(z)+0 = f(z).
Donc G est une primitive de f sur I.

Ainsi, toutes les fonctions = — F'(2) + X ou A est une constante réelle sont des primitives de f sur 1.

e Soit H une primitive de f sur I.
Alorsona: (H — F) = H' — F' = f — f = 0 donc le taux de variation de H — F est nul en tout z € I.

Ainsi, H — F est une fonction constante sur I donc il existe A € R tel que H(z) = F(z) + A pour tout z € 1.

On conclut que seules les fonctions « — F'(x) + A ol A est une constante réelle sont des primitives de f sur I.

© Soitxg € I etyg € R. Soit F' une primitive de f sur I.
Léquation F'(xg) + A = yo d'inconnue A est une équation du premier degré et admet donc une unique solution
A= Yo — F(l’o)

Ainsi, G : x — F(z) + yo — F(z¢) est 'unique primitive de f sur I telle que G(zo) = yo.

Remarque 9.5 :
Soit f une fonction continue et positive sur un intervalle I eta € I.

x
La fonction définie sur I par G : x — / f(¢t) dt est la primitive de f sur I qui s’annule en a.
a

En effet, d’aprés la propriété G’ = f donc G est bien une primitive de f. De plus, G(a) = 0 car / f(t) dt est I'aire sous

la courbe de f entre a et a qui est réduite a un segment.

EXERCICE 9.3 : Vérifier qu’une fonction est une primitive d’une fonction donnée

Soit f et F' les fonctions définies sur R par f : @ — 622 e?® et F: x> (322 — 31 + 1,5) e,
1) Démontrer que F' est une primitive de f sur R.

2) En déduire I'ensemble des primitives de f sur R.

3) Déterminer la primitive de f qui prend la valeur 2 en 0.

2. Recherche de primitives

En terminale on dispose de deux méthodes pour déterminer une primitive particuliere d’une fonction f :

e On peut trouver une primitive F' particuliére « par lecture inverse » du tableau des dérivées des fonctions usuelles. Cette
méthode fait I'objet de la propriété[9.6]

e Ou bien on reconnait f comme étant une fonction dérivée. Cette méthode fait I'objet de la propriété[9.7]

Remarque 9.6 :
Ces deux méthodes permettent de déterminer les primitives d’'un grand nombre de fonctions continues.

Toutefois, pour certaines fonctions on ne dispose pas d’outil permettant de trouver une primitive.
. , ' L’
En terminale, par exemple, c’est le cas de la fonction z — e™%
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’—[ Propriété 9.6 : Primitives de fonctions usuelles (conséquence directe des propriétés donnant les dérivées usuelles) ]—

fonction f une primitive particuliére F' sur I’'intervalle
z A AER T Ar I
x— ", neZ\{-1;0} xH;fv:ll R* odRﬂzi’j_nSTr?<—1
T — 1 T 2z RY
NG
s T e’ R

Remarque 9.7 :

En pratique, il n’est pas utile de retenir ce tableau. Il suffit de bien connaitre les dérivées usuelles et « d’ajuster » les coefficients

grace a la formule ()\u)/ =Au.

Par exemple, pour déterminer une primitive de f : = — 2, on se rappelle que pour g : z — 23 ona g’ : z — 322

1
Or,pourx € R, f(z) = §3x2 donc une primitive F'de f est F : x — gsc .

3

’—[ Propriété 9.7 (conséquence directe des propriétés sur les dérivées) ]

Soit u et v des fonctions dérivables sur un intervalle I et A € R.

fonction f une primitive particuliére F'
A/ Au
u + v U+
u’ e ev

EXERCICE 9.4 : Déterminer une primitive d’une fonction

Déterminer une primitive de chacune des fonctions suivantes. Préciser son ensemble de définition.

frix— 722

gz ad—4dr+7

2
h:z— xe®

1
k:x—3—-—

NS
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lll. Intégrale d’'une fonction continue de signe quelconque

1. Lien primitive / intégrale d’une fonction continue positive

On déduit des propriétés 0.3 et[9.5]la propriété suivante valable pour les fonctions continues positives.

Propriété 9.8 (démontrée ci-dessous) ]

Soit a et b réels tels que a < b et f une fonction continue et positive sur 'intervalle [a ; b].

b
Pour toute primitive F' de f sur [a;b] ona: / f(z)dx = F(b) — F(a)
a

Démonstration

Soit a et b réels tels que a < b et f une fonction continue et positive sur 'intervalle [a ; b].

x
D’aprés la propriété la fonction définie sur [a ; b] par G : x — / f(t) dt est une primitive de f.
a

b
En outre, on remarque que G(a) = 0. Donc pour la primitive G on a bien / f(t)dt = G(b) = G(b) — G(a).

Soit £ une primitive quelconque de f sur [a;b]. D’aprés la propriété il existe A € R telle que pour tout x € [a;b],
F(z)=G(x) + A Donc F'(b) — F(a) = G(b) + A — G(a) — A = G(b) — G(a).

b
Ainsi, pour toute primitive F' de f sur [a;b]ona: / f(z)dz = F(b) — F(a).

Remarque 9.8 : ,
© Le nombre F(a) — F(b) est souvent noté [F(x)]". Ainsi, on écrit / f(z)dz = [F(z)]". Cette notation permet d'écrire
une primitive F' de f comme intermédiaire de calcul de I'intégrale san(é avoir a donner un nom a cette primitive.

© Cette propriété permet de calculer une intégrale en se ramenant a une recherche de primitive.

Exemple 9.5 : Trouver une primitive pour calculer une intégrale

2
On veut calculer/ (fac2 + 2z) d.
0 3

f:x — —2% 4 2z est continue sur R donc elle admet des primitives. T = ——xg + z2 est une primitive de f sur R.
2 3 2 3 3
T 2 0 8 4
Ansi, | (—2? +52)dr= |- 42| =—-2 4922 (—— +0?)=-24+4="
||/O(x+9c):r [3+xh 7 T 3T g ti=3

2. Définition de I'intégrale d’une fonction continue de signe quelconque

Dans le cadre du programme de terminale, on généralise la notion d’intégrale d’une fonction continue positive aux fonctions de
signe quelconque en étendant la formule de la propriété aux fonctions de signe quelconque continues sur un intervalle I et
pour tout a et b appartenant a I quel que soit I'ordre de a et b.

Définition 9.2

Soit f une fonction continue sur un intervalle I et a et b appartenant a I. Soit F' une primitive de f sur 1.

b
On appelle intégrale de a a b de la fonction f la différence F'(b) — F'(a). On note / f(z) dz cette intégrale.

Remarque 9.9 :
© Ladémonstration de la propriété [9.8| assure que cette définition ne dépend pas de la primitive ' choisie.

© La propriété assure que dans le cas ou la fonction f est positive et ol a < b, cette définition est cohérente avec la
définition en termes d’aires donnée au début du chapitre.

xT
© Lafonction x — / f(¢) dt est la primitive de f sur I qui s’annule en a.
a
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EXERCICE 9.5 : Trouver une primitive pour calculer une intégrale

4
Calculer l'intégrale suivante : / (62% — 3z 4 2) dz
0

3. Propriétés de I'intégrale

'—[ Propriété 9.9 (Pistes de démonstration données au tableau) ]

Soit f et g deux fonctions continues sur un intervalle I et a, b et c appartenant a I.

o /:f(a;)dxzo

o /baf(ac)dx:—/abf(x)dx

b C b
© Relation de Chasles : / f(z) dx:/ f(z) dx—f—/ f(z)dz
b

© Linéarité de l'intégrale : e /b (f(z) +g(z)) dz = /b f(z)dx +/ g(z)dz

b b
. Pourtout)\GR,/ /\f(:zr)dz:/\/ f(z)dx

EXERCICE 9.6 : Utiliser la linéarité pour calculer une intégrale

3 3
3
1) Soit f une fonction continue sur [1 ; 3] telle que/ f(z)dxz = 2. Calculer I = / <f(x) — :z:> dz.
1 1

2 2
2) Calculer J = 2/ re T Ay + / " dg,
1 1

’—[ Propriété 9.10 : Propriétés relatives a I'ordre  (démontrée ci-dessous) ]

Soit f et g deux fonctions continues sur un intervalle I et a et b appartenanta I.  Sia < balors :

b
© Positivité de I'intégrale :  Si f est positive sur I alors/ fl@)dx >0
a

b b
© Sif<gsurl anrs/ f(x)dxg/ g(x)dz

a
\

Démonstration

Soit f et g deux fonctions continues sur un intervalle I. Soit a et b appartenant a I tels que a < b.
Soit F' une primitive quelconque de f.

© Supposons que pour tout 2z € I, f(x) > 0 alors F est croissante sur 1.
b
Ainsi,a <b = F(a) < F(b) = F()—F(a) 20 c‘estadire/ flz)dz >0
© Supposons que pour tout z € 1, f(z) < g(x) alors g(x) — f(z) > 0 pour tout z € I.
b

Ainsi, d’aprés le point précédent/ (g(:v) — f(x)) dz > 0. Puis, par linéarité de l'intégrale, on a :

/:(g(z)f(x))dwo <:>a/abg(:1:)dz/abf(9:)dx>0 = /abf(x)dxg/abg(x)dx

EXERCICE 9.7 : Encadrer une intégrale
1 1, 1
1) En utilisant les inégalités 0 < 22 < x vraies pour tout x de [0 ; 1], montrer que : / " dr < / e’ dzx < / e’ dx.
0 0 0

2) En déduire un encadrement de / e® dz.
0
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IV. Applications

1. Calcul de I'aire d’une partie délimitée par deux courbes de fonctions continues positives

Dans le cas d’une fonction f positive, la définition de I'intégrale choisie dans le cadre du programme de terminale fait un lien
direct entre l'intégrale de f de a a b et l'aire sous la courbe de f entre a et b. Ainsi, en procédant par différence, I'intégrale
d’une fonction permet de calculer l'aire d’'une partie du plan délimitée par deux courbes représentatives de fonctions continues
positives.

*—[ Propriété 9.11 : Aire d’'une partie délimitée par deux courbes représentant des fonctions continues positives (admise) ]—‘

Soit (O, I, J) un repére orthogonal du plan. @
Soit f et g deux fonctions continues et positives sur un intervalle I telles que f < g. g
Soitaeth € I telsque a < b.
0-A n q z |
Laire de la partie du plan comprise entre les deux courbes Cy et C, représentant f et g \
b ) ‘
| .|
et les droites d’équations x = a et z = b est égale & / (9(z) — f(z)) dz u.a. T | Cr
a O I @ b
2. Valeur moyenne d’une fonction
Définition 9.3
. . . Cf
Soit a et b réels tels que a < b et f une fonction continue sur [a ; b]. :
b |
e I
On appelle valeur moyenne de f sur [a ; b] le réel : p = b a f(z)da. m |
—aJg W O
1422702222 2772 7277777 /222771
Y
[
fiti i e
Remarque 9.10 : Interprétation en termes d'aire G0, dppapaeraernis,
7777 7FAes 77777777777 7777777771
b R
. . . o 777777 A227777277777777777777772
On a donc / f(@)dx = (b — a)u. Ainsi, si f est positive sur [a; b], 1 est la hauteur du Ui,
a 0 I b

a
rectangle de « largeur » (b — a) qui a une aire égale a I'aire sous la courbe de f entre a et b.

EXERCICE 9.8 : Déterminer la valeur moyenne d’une fonction sur un intervalle

Soit la fonction définie sur R par f :  +— 0,523 — 1,522 + 0,52 + 3,5.
Déterminer la valeur moyenne de f sur [—1; 3].
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