Terminale S-Spécialité 2017/2018

Puissances d’une matrice carrée

EXERCICE 1 : Utiliser une décomposition pour déterminer A"

1T 0 O
On considére la matrice A=| 1 —1 —1
-1 4 3
1. Déterminer la matrice J telle que A =15 + J.
1—1 0 0 O 0 0
A=L+JsI=A-1;= 1 —1-1 -1 =11 -2 -1
—1 4 3—1 -1 4 2
2. a) Calculer J2 et J°.
0O 0 0 0 00
JF=|-100|etF=]00 0] =0;.
2 00 000

b) En déduire la matrice J* pour tout n > 3.
Soit n > 3, n — 3 > 0 donc la matrice I3 est définie et J" =J"3 x P = "3 x 0; = 0;.

3. Démontrer par récurrence que pour tout entier n > 2,

— 1
A“ng+nJ+¥

Notons &7, la proposition définie pour les entiers n > 2 par

—1
<<A“ng+nJ+¥

JZ

B Pour n =2,

2(2—1
I +2J+ (2 )J2:13+2J+J2.

De plus, (I3 +J)2 = (3 4+ J)(I3+J) =15+ LI+ I3+ I =134 2] 4 J% car I;J = JI; = J.
Or A =13 + J donc la proposition 7, est vraie.

B Supposons qu’il existe n > 2 tel que &, soit vraie.
On a alors




ATL+1 — A™A

(n

— 1
= <13—|—TLJ+ nT)P) (I; + J)

—1
213><13+13><J+nJ><13+nJ><J+n(nT)

nmn—-1)_, nn-1)
7 T3

=L+Mm+1)J+ (n+n(n—_”) 32

=L+J+nJ+nk+ J?

2

2n+nn—1)
2

nn—1+2)

2
n(n2+1)J2
M+1—-T)(n+1)

2

=L+ n+1J+ J?

=L+ Mm+1)JI+ J?

JZ

Ainsi &2, .1 est vraie. La proposition est héréditaire.
B D’apres le principe de récurrence, pour tout entier n > 2, &, est vraie cad

(m—1)

A" =L +nd 4
4. En déduire ’expression de la matrice A™ en fonction de n.
On en déduit que pour tout entier n > 2,
1 0 0
n 3 -
A" — w 1 _2m  -n

nn-—2) M 1+4+2n

Remarque : on vérifie facilement que 1’expression de la matrice A en fonction de n est aussi

valable pour n =1et n =0.

EXERCICE 2 : Suite récurrente linéaire d’ordre 2

On considére la suite (u,) définie sur N par
e la donnée de ses premiers termes uy et u;;
e la relation de récurrence : pour tout n € N, w,..» = 3w, 1 — 2u,.
On se propose de calculer 1’expression des termes de cette suite par une méthode matricielle.

Pour tout n € N, on pose U,, = ( thn )
Un41

1. Soit 1 trice A =
oit la matrice (_2 3

1
0 ) Justifier que pour tout n € N, U, = A x U,,.



Soit n € N,

0 1 u
AxU,= X "
-2 3) <Un+1>

_ Un+1
—2Uy + Uy

_ [ Yn
Un42

- UnH

2. Montrer par récurrence que pour tout n € N, U,, = A™ x U,.

Soit n € N, notons 2, la proposition U, = A™ x U,.

B pour n =0, A° x Uy =1, x Uy = Uy donc &, est vraie.
B Supposons qu’il existe n € N tel que 2, soit vraie.
On a alors

Uni1 = A x U, (d’aprés la question précédente)
=A x A" x Uy (H.R)
— An+1 x Uy

Ainsi 2, est vraie et donc la proposition est héréditaire.
B D’apreés le principe de récurrence, la proposition 2, est vraie pour tout n € N, autrement
dit U, = A™ x U, pour tout n € N.

3. Calcul de A™

. . 2 -1 -1 1
a) Soient les matrices B = (2 _1> et C= (_2 2).

Calculer B+ 2 x C et les produits B x C et C x B.
B+2C=AetBxC=CxB=0,.

En déduire que A2 =B +22 x C et que A> =B+ 23 x C.
A?=(B+2C)?=(B+2C)(B+2C)=B*+B x2C+2C x B+ (2C)? = B* +4C2.

(3 (31)-(3 Y-

On en déduit que A> = B +4C = B + 22C.



A’ = (B42C)® = (B+2C)?*(B+2C) = (B+22C)(B+2C) = B*4+Bx2C+2’CxB+2’Cx2C =
B? +23C%
On en déduit que A> = B + 23C.
b) Montrer par récurrence que pour tout n € N, A" =B 42" x C.
Soit n € N et %, la proposition « A" =B +2"x C»

B pourn=0B+2°C=B+C=1,=A°
La proposition %, est donc vraie.

B Supposons qu’il existe n € N tel que %, soit vraie.
On a alors

An+1 :A % An
= (B+2C)(B+2"C)
—B’+Bx2"C+2C x B+2C x 2"C
:B2+2n+1cz
:B+2n+1c

On en déduit que %, 1 est vraie et donc que la proposition est héréditaire.
B D’aprés le principe de récurrence, la proposition est vraie pour tout n € N cad
A" =B+ 2"C.
c) En déduire l'expression de la matrice A™ pour tout n € N.

On en déduit que pour tout n € N,
2—-2 142"
A" = 1 k 1
2—2m0 1420

4. Déduire des questions précédentes l'expression de u,, en fonction de wy, u; et n.

On en déduit que pour tout n € N,

0 2-2 142" U (2—2%u0+ (—1 42"y
2-—2m0 1420t w (2—2"Nuy + (—1 4+ 2™y
Par conséquent, pour tout n € N, u,, = (2 —2")up + (—1 + 2™)u,.
5. Existe-t-il des valeurs de u, et de u; pour lesquelles la suite (u, ) converge ?
Si oui, donner la valeur de la limite.
Soit n € N, u, = (—up +uy)2™ 4+ 2uy — uy.
Si—up+u; #0alors lim (—up + uy)2" = +oo et donc (u,) diverge.

Si —uy +uy = 0 alors u, = 2uy — u; pour tout n € N. La suite (u,) est constante et donc elle
converge.

On en conclut que | (u,,) converge si, et seulement si uy = ;. Dans ce cas, on a lim u, = 2us — 1y,

n—-+oo




