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Mecanique

1 Cinétique des systémes

1.1 Mouvement relatif de deux référentiels
1.1.1 Dérivation d’un vecteur

Soit R un référentiel d’origine O et de base {é, €,, €. } dans lequel un vecteur unitaire
. - =g A o— < - =

« tourne autour de I’axe (O, €,) avec une vitesse angulaire Q = ¢, o0 0 = (4, €y,).

= =g -7z \ -

Rappelons que, pour orienter le vecteur € associé a un angle 4, il

convient de faire tourner les doigts de la main droite dans le sens de
I’augmentation de 6, le pouce tendu indiquant alors le sens et la direc-

. o
tionde Q.
Dans R, le vecteur « a pour composantes :

cosf dit —0 sinf
L . u .
4= | sinf = ( ) =1 0 cosf
R

dt
0 R 0 R
Remarquons alors que :
. 0 cos —0 sin 6
QAT = 0 A | siné = 6 cosh
0) » 0 R 0 R
da
- () _ G )
dt )

On admettra la généralisation de ce résultat.

Soit R = {0, e1, €2, €5} un référentiel (que I’on pourra supposer fixe par rapport a
nous) et soit R’ = {O’, €, €%, €%} un autre référentiel, éventuellement en mouve-
ment par rapport a R.

Définition 1. Le référentiel R’ est en rotation par rapport a R s’il existe un
- - Y - 7 =g
vecteur Q %/, appelé vecteur rotation de R’ par rapport a R, qui vérifie :
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de o »
dt = QR//RAQQ Ya € {1,273} (2)
R

Attention : Il convient de ne pas confondre rotation de R’ par rapport a R (il s’agit
d’un changement de direction des vecteurs {€, } par rapport aux vecteurs {é,}) et
translation circulaire (il s’agit du mouvement circulaire de O’ autour de O).

Translation circulaire Rotation de R’
de R'

Soit A un vecteur qui peut se décomposer sur la base {&,,} ou sur la base {&”,
3 3
A= AgénetA=> A&, ©)
a=1 a=1

Par définition, dans chacun des référentiels R et R/, les vecteurs {&,} et {&,} sont

immobiles : 4 -
Ca) _get [ Lo =0
dt ) » dt J »

tandis que la relation (2) traduit la rotation de R’ par rapport a R.
Dans le référentiel R’, compte tenu des définitions (3) :

dA Sodal L, S e’ . dA!
R — o = A/ (e} — o =/
<dt>Rl at 6“+; “< at >R, L e

a=1

de sorte que :

dA a4, , [ dé,
(dt)R = D 6“+ZA“< at >R

Il s’ensuit que :

dA dA — .
(dt) = ( t) + Q’R//’RAA 4)
R R/
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1.1.2 Composition des vecteurs rotation

Considérons un référentiel R4, en rotation par rapport & un référentiel R, avec un
- =g - - = 7 7 - Yo 7
vecteur rotation 2, %, etsoit Rz un troisieme référentiel caractérisé par

I , Ry
— son vecteur rotation Q , ,, par rapporta R ;
— son vecteur rotation 6733 /R, Par rapport a R.
. R
La variation d’un vecteur A peut étre suivie dans Ry, R» R
et R3 conformément a la loi de Varignon (4) : ! /
dA dA — o
rr P b R
Rl RQ
dA dA — .
) = ar) T Ommnd
RZ RS
Par conséquent :
dA dA — — -
F) =) (Tt Grm,) 04
Rl R&
tandis que la loi :
dA dA - -
) “lar) tOmemnA
Rl RS
suffit & montrer que :
— — —
QRS/RI = Q723/732 + Q732/731 ®)

EXEMPLE 1 i i .
Par exemple, considérons un disque D de centre C, qui tourne autour de

son axe (C, i), avec la vitesse angulaire ¢. Notons R3 = {1, 42, Ur } le
référentiel attaché a D. Soit, en outre, un référentiel Ro = {u,, g, @~} en
rotation dans Ry = {uz, iy, @ } avec la vitesse angulaire 6. En notant :

— L. — -
QR3/R2 = QUr et QRZ/RI =9uz

les vecteurs rotation de R 3 par rapport a Ro et de Ro par rapporta R, le
vecteur rotation de R 3 par rapport a R, vaut alors :

s ;
Qry/my = Pir + 0




LYCEE SAINT-EXUPERY DE MANTES 6

EXEMPLE 2
Considérons maintentant deux référentiels R et R’ telsque Rs = R1 = Ret Rz = R'. Laloi (5) s’écrit :

— — —
Qr/r=Qr/r' + Qri/r

ou ﬁR/R = 0 (un référentiel ne tourne pas par rapport & lui méme). C’est pourquoi

— —

1.1.3 Composition des vitesses

Soit R = {0, €1, &, €3} un référentiel, supposé fixe et

soit R' = {0, &, €%, €%} unautre référentiel en mou- 2
vement par rapport a R. 3 2
La vitesse de M dans R ou de M dans R’ vaut : 2
[N N 0’
. ~ ([ dOM ot 7 ~ [ dO'M
M/R=\ T3 M/R = at e
R R’
D’apreés ces définitions, le point O’ se déplace dans R avec un vecteur vitesse :
—
. [ dOO’
voR =\ Tt
On peut ainsi poser :
— dO'M dOoO’ dO'M
OM = O0'+0'M= =
R R
—_—
o . . dO'M
Upm/R = VO'/R dt
ou la loi (4) fournit :
dO’'M dO’'M
—> - — —_—
( dt ) ) ( dt ) + Qryr ANO'M = Oyyrr + Qg NO'M
R R’
- - = TAs . =
= Upy/Rr = Vo1 R + QR’/R/\OM'FUA{/R' (6)

Dans un référentiel R’, un point mobile peut se déplacer en laissant des traces M; a
diverses dates ¢;. On appelle points coincidents ces points, immobiles dans R'.

Définition 2. La vitesse d’entrainement v, (M) d’un point M désigne la vi-
tesse 7, /& de son point coincident A;, dans le référentiel R.
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D’aprés cette définition et la loi (6) :
~ - - . -
EQ(M) == 17ML/R = EO/R + QR’/R /\ O/Mz car IU]\/[i/R’ = 0
— - .
= 170/R+QR//R/\O/McarM:Miat:ti

C’est pourquoi la loi de composition des vitesses (6) s’écrit aussi :

- - - - ~ 5 = PRy
Umyr = Vnvyre + Ue(M),/Ve(M) = U0 /R + Qrryr NO'M (M

1.1.4 Composition des accélérations

Reprenons les notations précédentes.

Définition 3. L’accélération de M dans R ou de M dans R’ vaut :
. ~ ( dUpyr . ~ ( dUnyw

=S et =
“M/R ( at ), MR dt ) g

tandis que I’accélération de O’ dans R vaut :

R ~ UO//R
WIR=\"at ),

La loi de composition des vitesses (7) :

- - - = Py
U]\/I/R = U]M/R’ + UO’/'R + QR’/R ANO'M

conduit a :

dq_]']\/[/R _ dq_]'M/'R/ + dﬁo//R
a )n a )n a )p

aqQ — d0'M

’ —

+<R/R> ANO'M + QR,/RA< ) )
R R

dt dt

ou la loi (4) permet de poser :

d_' 7 d_‘ 7
( Un/R ) _ ( Unm/R ) N 5)73//72 ABatm
R R/

dt dt
- =g —
= ayr + Qryr AUpw

et:

—_— —_—
dO'M\ [ dO'M
dt N dt

— e — e
+ QR//R /\O/M - gM/R' + QR'/R /\O,M
R/
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La relation (8) devient alors :

a - o — N dﬁR’/R /—)
AM/R = (QM/R' + Qryr A UM/R’) taom+ | —q7 NO'M
R
— . — ——
+QR’/R A (UM/R’ + QR’/'R/\O M)
—

Q7 —
= dy/r +dorr + ( R /R> ANO'M
R

dt

— — — — N

Définition 4. On appelle accélération de Coriolis de M dans le référentiel
R’ la grandeur :

o~ =¢ —
C_I:C(M>:2 QR’/RAUM/R’ (10)

Définition 5. On appelle accélération d’entrainement de M I’accélération
de son point coincident, dans le référentiel R.

Notons ainsi M; le point coincident de M a une date ¢; :
de(M)=drr,r
ou I’on rappelle que M; est immobile dans R’ :
Ovyre =0 Ay =0 M;i=M

La relation (9) devient alors :

. . dﬁ)’R’/’R /—> — — /—>
ang /R = Go' /R + —a /\OMZ'+QR//R/\(QR//R/\OM¢)
R
soit encore :
aa
’ —_— —_—
dc(M) = dorjr + (;/R) NO'M + ﬁR,/R A (ﬁn,m A O’M)
R

Associée a la définition (10), cette relation permet de présenter la loi de composition
des accélérations (9) sous la forme :

‘aM/R = dpnre + Ae(M) + do(M) ‘ (11)

CAS PARTICULIER 1
Déterminons I’accélération d’entrainement d’un point M dans un référentiel R’ tournant autour d’un axe
A = (0, &), a vitesse constante.
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4>é’2
31/0 (R)

Le vecteur rotation ﬁn//n du référentiel R’ = {O', &, &%, €%} sera supposée égal a la vitesse an-
. — . — g . L.
gulaire € o/ de rotation de O’ autour de A : Qrir=Qor = cte. Or, si @ désigne un vecteur
—_—
unitaire de OO’, la rotation de O’ autour de A se traduit par :

. B
00'=00'a = Tor )R = (dOO ) =00’ (%) car OO’ = cte
R

dt

—
= 1_1‘01/73 = OO/ 60//7{ AU = 60’/73 /\OO/

dg, 400’ da
Vo' 7 =
(70 /73> =Gom A car [ —2/R) —§
a Jn at at
R R

— o — — —;
= QO//R/\'UO//R:QO’/R/\(QO’/R/\OO)

et:

Iy

Ao’ /R

Ce faisant, I’accélération d’entrainement de M dans R vaut :
o o — — o
CLE(M) = C"O’/RJ"QR’/R/\(QR//R/\OM)
— — — — — -
= QO//R/\<QO’/RAOO/)+QR’/RA(QR’/RAO,M>
N . . —_— —_—
c’est-a-dire, puisque Q o/ /g = Qr/ R !
5 — — —_—
de(M) = Gri/m A (QR//R A OM)
Notons alors H le projeté orthogonal de M sur A (avec A || ﬁR//R), de sorte que :

— — = — = ——
QR//R/\OMZ QR//R/\OH+QR//R/\HM

il s’ensuit que :
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CAS PARTICULIER 2 -
Considérons maintenant le cas particulier ou O’ est confondu avec O, Q g/ /g = cté, I’axe de rotation de
R’ par rapport a R étant confondu avec le vecteur €3 de la base R.
Typiquement cette situation se rencontre lorsque le référentiel

= {0,¢1,¢e%, &%} estattaché a une tige tournant autour de (O, €).
Dans ces conditions, I’accélération d’entrainement d’un point M du plan
(0, é1,€2), dans R, vaut :

a.(M) = ﬁR//R A (ﬁR’/R N OM) car 60’/72 =0
— — — —
= Gryrx (Or/r - OM) - Q%)) OM

ou:

— o — —— N 2 —
Oriyr |8 = Qryg -OM =0=| Ge(M) = —Q%, ), OM

1.2 Description d’un systéme matériel

1.2.1 Notion de torseur

Soit S un systéme de pomts {Ml, .-+, My} ou est dé-

fini un champ de vecteurs &; = R(M, ) et soit A un point
de I’espace.

Définition 6. La résultante du champ de vecteurs

vaut :
EYY
=1

Définition 8. On appelle torseur [R] , I’objet mathemathue composé de la

résultante du champ vectoriel et de son momenten A ; R et M4 sont appelés
éléments de réduction du torseur :

R
[R]Aé{ , }
Ma
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Etudions quelques propriétés des torseurs :

— Changement de point
Soit B un point de I’espace tel que :

My = meﬁzz EAEﬁZWﬂ\R}
=1 1=1 =1
N — = N
— |Mjy=ABAR+ Np (12)

— Association de deux systémes
Soit (S1) un systéme de points {M;, M, --- , M, } et (S2) un autre systéme de

points { M1, --- , My} & partir desquels sont définis les torseurs :
Rs,y =Y K
[R]A(Sl) = . Z:1n
MA(Sl) = ZAMz A R;
=1
et:

1=n+1
Considérons maintenant le systeme S = S; U S composé de la réunion des deux
précédents. Les éléments de réduction du torseur [R] , (s, s, S’écrivent alors :

n N
ﬁ(slusg) Zéi = Z ﬁi + Z ﬁz
i=1 i=1 i=n+1

= E(slusz) = R(sl) + E(Sz)
et:
N no N o __
MA(31U32) = ZAM‘/\RZ :ZAMi/\Ri+ Z AM; N R
=1 =1 1=n+1
= J\ZfA (S1US2) = MA (51) T MA (S2)

Ces deux lois se résument alors dans I’identité suivante :

[B] 4 (syus2) = [Bla(sy) + [Blas,)

1.2.2 Centre d’inertie

Considérons un systeme de points S = {My, --- , M,, }, caractérisés par leurs masses
H 7 7 -y —_— - - -
respectives {m,} et repérés par leurs vecteurs positions OM; depuis une origine O.
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Définition 9. Le centre d’inertie G de S est le barycentre des points de S,
pondérés de leurs masses m;; :

=1

De cette définition découle la localisation de G :

1
=1 i=1

" —
> m; OM; (13)
=1

Dans la pratique, il est souvent impossible de distinguer chaque point
M; d’un systéme (S). Cependant, on peut décomposer (S) en élé-

ments de volume drj, centrés sur des points M, dont la masse dm d%”
est liée & drp, par la masse volumique de (S) en M : M

0]
om = pu(M)dry

La relation (13) admet alors une généralisation aux systémes continus de points :

N 1 — — 1 —_—
oczf// smOM = OG:—/// p(M)OMdryr | (14)
m (S) m (s)

EXEMPLE » o .
Déterminons la position du centre d’inertie d’un cone homogéne (C), de masse

volumique g, de hauteur h, de base circulaire de rayon R et d’axe (Oz).
A une altitude z, I’intersection du cone avec un plan horizontal est un cercle
de rayon p(z) :

p=p(z)=axz+b

avec :
b=R
p(z=0)=R b=R
{p(z:h)zo T\ 0=ah+b = a:—E
h
c’est-a-dire : &
p=—§+R (15)

— Calcul du volume V' du cone
En coordonnées cylindriques, un volume élémentaire s’écrit d7p; = rdr dfdz, ou r, z et 0 sont les

coordonnées du point M. Ainsi :
27 h P
/// dras :/ / / rdrdfdz
(C) 6=0 J z=0 Jr=0
h p h p2
27r/ dz/ rdr:27r/ —dz
z2=0 r=0 z2=0 2

Rz h
= == R=dz=—-——d
P h + Z R P

\%

ou:

permet d’effectuer le changement de variable :
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0 p h [p31F R2h
V:ﬂ/ ,,p2dpzl[&} ~y=" (16)
r R R 3], 3

— Calcul de la cote 2 de G
La symétrie du cone par rapport a I’axe (Oz) permet de localiser G sur I’axe (Oz), c’est-a-dire im-
pose :

— _ - —
OG = zg iy = 2zg = Uy - OG
Calculons alors z¢ a I’aide de la relation (14) :

1 —
zG:—/// wOM -4, dryy
e (S)

—

—
OM =2ty +rtUr = OM - U, = 2

ou:

m P
ety = v permettent d’écrire :

1 1 27 h P
za = —/// zdry = — / / zdzrdrdf
v (S) V Jo=0Jz=0Jr=0

2 h P 2 h 2
= 1/ zdz/ rdr:—w/ zdzp—
|4 z=0 r=0 1% z=0 2

La relation (15) fournit alors :
R wR2 [k 2
p= E(h—z) =26 = 73 /Zzoz(h—Z) dz
tandis que I’expression (16) de V' conduit a :

mR?  7wRZ? 3

DL S5 v ==
Vh2 h? mR2h  h3

Il s’ensuit que :
3 [ho, ) 3 3 5 22 3 L4qh
zG h—B/ (h*z — 2hz +z)dz—ﬁ [h —72h—+Z .
1 2 1 h
= 3zhx|(-—-+-)=> = —
? (2 3+4> 6=y

1.3 Torseurs cinétique et dynamique

1.3.1 Torseur cinétique
Définition 10. Le torseur cinétiqgue d’un systeme (S) de points
{My, -, My} :[P/r], = { }Lj/R } a pour éléments de réduction :

AR

— la résultante cinétique de (S) :

n
Pr= § m; U, /R
i—1
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- le moment cinétique de (S) en A:

- =R LB .
Lar= ZAMi Ami U, R

i=1
Propriété 1. L"identite (13) conduit a:
@ B n W N B B n ) P ) d()_]%l
m = ;mz i m/UG/R _;mzv]\/[i/R UA"[i/R— i

> Pr=riox

ce qui montre que la résultante cinétique de (S) s’identifie a la quantité de mouve-
ment de son centre d’inertie G, affecté de la masse totale m de (S).

Propriété 2. Pour le torseur cinétique { ?R } la loi (12) de changement de point
A/R
s’écrit :
- - — — - N
Lar = Lpr+ABAPR/Pr=migr
= EA/RZEB/R+14—B>/\mﬁg/R (17)

Définition 11. Soit A un axe passant par A et de vecteur unitaire directeur
. Le moment cinétique de (S) par rapport a A est la projection du moment
cinétique L 4/ sur A :

LaZLag -ia

Soit B un point de A. La relation (17) montre que :
B

= = E—d
Lar-ia = Lyjr - s + (AB Amicm ) - Ga s

A - - - Lt .-y . 7
ou (AB A mﬁG/R> -iia = 0car AB || i, ce qui montre que la définition 4 Lyr
de L ne dépend pas du point de A choisi ; A

V(A,B) € A,LA=La/g -tin = Lpr - i

1.3.2 Torseur dynamique

Définition 12.Le torseur dynamique d’un systtme (S) de points

{My, -, M,}:
S = /R }
[ /R]A { FA/R

a pour eléments de réduction :



LYCEE SAINT-EXUPERY DE MANTES 15

— la résultante dynamique, qui s’exprime en fonction de I’accélération @y, /» des
points M;, dans le référentiel R :

n
Sr = E midn, /R

i=1

- le moment dynamique de (S) en A :

. R n .
Far= Z AM; Am darr
i=1

Propriété 1. La définition de la résultante cinétique entraine que :

S AP/ i A, /%
P/R = ZmivMi/R: (dt)R:Zml ( at R

i=1 i=1

dP 4 dP .
R R

=1

avec, si m est constant :

. . dPx dvg/r - -
Pir =mig/r = (/> =m </ = S/R:maG/R
R R

dt dt
Propriété 2. La loi (12) de changement de point, appliquée au torseur { %/R }
A/R
conduita:
— — — — — — o
FA/R:FB/R+AB/\S/R:FB/RJrAB/\ma(;/R (19)

Définition 13. Soit A un axe passant par A et de vecteur unitaire directeur
ia. Le moment dynamique de (S) par rapport a A est défini par :

PN— 4 =
FA=T g/r-ua

Soient A et B deux points de A. La relation (19) conduit a :
— N — N — o N
FA/R‘UA: FB/R'UA+ (AB/\S/R) T UA
ou :
—_— — -
AB | da = (ABAS/R> Ga=0

= ~ — ~
= V(A,B)EA,FAZFA/R-UAZFB/R"LLA

Cette relation montre que I'" o ne dépend pas du point de A a partir duquel est calculé
le moment dynamique de (S).
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Propriété 3. La définition du moment cinétique de (S) en A fournit :

- n —
Lar = ZAMi/\miﬁMi/R
i=1
- ——
dLa/m " ( dAM, )
< at ) _Z< at ) M UM, /R
R i=1 R
n —_— d’l?]wi/'[g
+ZAM1/\m1 (dt)n (20)
1=1
dvyy,
ou a]VIZ/R; < ZQ/R) et
R
dAM dAO dOM
AM;, = A M; . = — ‘ 21

Si le point A est immobile dans le référentiel (R ), cette relation s’écrit plus simple-
ment :

— —
dAM; N dAM,; . N N -
= Un /R = Am; Ung, yr = Upg, R A Mi Upgyr =0
R R

dt dt

Finalement, I’identité (20) devient :

dLa/m LI . dLa/m —
( a R:;AMi/\miaMi/Ré aQ R: FA/R (22)

Avec la relation (18), on obtient alors le couple d’identités :

. dP/x — dLa/m
S = _— =
IR ( T ) et I' 4/r ( T
R R

que I’on peut résumer a I’aide des torseurs associés :

d[P .
[S/=] 4 = 415l C{f]“ Sivgr =0 (23)

Remarque : Si le point A est immobile dans R, sa vitesse :

. ({do4
R
R

donne & la relation (21) la forme :

—_—
dAM; . .
= —Ug/R + UM /R
R

dt
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d’ou il découle que :

—_—
dAM;
dt

) Ami Uy r = (—Tayr + Oty /) A6 Oary yr = —0a A Uag, /R
de sorte que la relation (20) adopte la forme :

I_; n n
<d (;;/72> = Z(—ﬁA/R/\miﬁMi/R)+ZAM¢/\miC_iMi/R

n n
—
= _UA/R/\ZmivMi/R'FZAMi ANm; /R

i=1 i=1

La loi (22) doit alors étre remplacée par :

dI_:AR — . — . - dPR
Tt/R: FA/Rva/R/\PRSIUA/R%O:> [d/t]A

7 [S/R]A (24)

1.4 Référentiel barycentrique
1.4.1 Définition

Définition 14. Soit G le centre de masse d’un systeme S = {My, --- , M, }
de points, de masses m; et soit R un référentiel galiléen. Le référentiel bary-
centriqgue R* de S est le référentiel de centre G, en translation dans R.

Désormais, les grandeurs mesurées dans R* seront re-
pérées par un astérisque. Notamment ﬁn*/n qui dé-
signe le vecteur rotation de R* par rapporta R, ¢/ la
vitesse de G dans R* et d; I’accélération de G dans
R*. D’apreés la définition de R* :

— —

I

Remarque : Le référentiel barycentrique n’est pas nécessairement galiléen car v /=
peut ne pas étre un vecteur constant.

Soit M un point de I’espace. La loi de composition des vitesses impose :
Uy = Upy + Ve (M)

ou la vitesse d’entrainement de M dans R est définie par :

— — ¢ i — —
Ue(M) =Ug/R + QR*/R ANGM = Ue(M) =UG/R

Il s’ensuit que :

| Uaa/m = U + Ty | (25)
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(26)

De méme, la loi de composition des accélérations :
drpyr = Ay + de(M) + de (M)

fait intervenir :
— I’accélération de Coriolis de M dans R :
a.(M)=0

— =g —
QC(M) =2 QR*/R/\U]C] =

— I’accélération d’entrainement de M dans R :
— — — —
) ANGM + Qe jm A (QR*/R A GM)
R

aq
~ S R*/R
Ge(M) =dg/r + <dt/
ou: _ B
QR*/RZO: 66(M)25G/R (27)
La loi (26) devient alors :
‘C_iM/R =dy + da/r ‘ (28)

1.4.2 Torseurs cinétique et dynamique

Dans le référentiel barycentrique, ces torseurs :

ont pour éléments de réduction :
— la résultante cinétique :

IR

P’*

n
= *

g m; Uy, | =M G =

i=1

— le moment cinétique en un point A :
LN
Li= Y AM; Am; iy,

i=1

La loi (12) de changement de point (page 11) fournit :
Li=L;+ABANP*avecP*=0= L} =L}

ce qui montre que le moment cinétique ne dépend pas du point par rapport auquel

il est évalué. Dans la pratique, on le calcule souvent en G :
Li=L*"=1L¢
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- la résultante dynamique :
n
- dv s = =
S*= A = G S*=0
m; Qyy, m a =
i=1
— le moment dynamique :
— "o
r;= ZAMZ Ny dyy,
i=1
Comme précédemment, la loi de changement de point conduit a :
= = % B O * = * * ~
2 = TI'g+ABANS =T j=TgcarS* =0 (29)
— — —
= |Ti=T*"=T¢ (30)

1.4.3 Théorémes de Koenig

— Le moment cinétique de (S) en A, dans le référentiel R, est défini par :

= ~ n —_— .
Lar =Y AM; Am; i, =
i=1

ou la loi (25) de composition des vitesses fournit :

Lam = memi (Ya/= +Ua1,)
=1

n . n ~
= ZmzAMz /\UG/R+ZAMi/\miU]C<[,i
=1 =1

avec :

imlml = imi (A_G)-sz)
i=1

i=1

= mA—G>—|—Zm¢GMi
i=1
—_——

=0

On obtient ainsi le théoréme de Koenig relatif au moment cinétique :

N — . =
Lar :AG/\mvg/R—i—LA‘

Dans la pratique, le moment cinétique de (S) est souvent calculé en un point O,

originede R :

R — . =
Lo/r = OG/\m’Uc;/R + L
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— Dans les référentiels R et R*, les énergies cinétiques sont respectivement définies
par :

~ 1 - *’\1 S * 2
8c/72:§ ;mivﬁ/liﬂa et&; =5 ;mivMi

ol la loi (25) : ¥y, /r = ¥y, + Ug/r fournit:

m; (U]C}L + ’Ug/R>2

<,
Il
—

|
DN | =
INgE

gc/R =

1 n n

2 2 e o

mi vy~ + 3 E mivg g + E m; Uyy, - Ua/R
i=1 i=1

Il
DN | =
INgE

@
Il
-

. )
= (c/‘(/. +§mvé/73+ <;mi'l)]\/ji> "UG/R
n
Ainsi P* = "m; ¥y, = 0 permet d’exprimer le théoréme de Koenig relatif a

1=1
I’énergie cinétique :

S|

1.4.4 Réduction canonique

Soient deux points M7, M, de masses respectives m; et mo, dont les vitesses dans le
référentiel barycentrique valent :

P e
aw ~ [ AdGM, e ~ [ AGM4
UMl = dt et UMQ = dt
R* R*

Définition 15. On appelle particule fictive un point M du référentiel bary-
centrique de masse réduite y :

mi + mo o) mi mo

et dont la position est repérée, dans le référentiel barycentrique, par le vec-
teur :

. mim 1 1 1
= W

— —
7*=GM = My M,

MQ(mZ) it

(my)
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La vitesse de la particule fictive, dans R*, vaut :

o [P
M dt ) x.

I

Quant a la définition de G :

— — — mo ——
miGM{+mosGMy =0=GM, =——-=GM,
mi
Elle conduita :
o= M1G+GM2—<1+2> GM,
my
1 —
= m2><(+> GMQZEGMQ
mo my

c’est-a-dire :
GMlz—ﬁf’* Unt :_i_,]\,}
mi 1 mi
1 - 1%
GMqy = r* Ur = — Uy
2 Mo Mo Mo M

Ce faisant, le moment cinétique du systéme {M;, M5} vaut, dans R* :
~ —_— N —_— .
L* = GMl/\ml’U]C}l—‘rGMQ/\mQ’U]C}Z

— — —
- (—GM1 + GMQ) A pdy = My Ma A @y

I

et son énergie cinétique vaut, dans le référentiel barycentrique :

* ~ 1 * 1 *
gC = §m1 (UM1)2+§m2 (’I‘)]\Jg)2
1 s [Tl I
= 5 |:m1'rn/%+m2’n’b% ('UM)
1, 1 1 . 2
= M <m1 + m2) (V)
* 1 * \2
= 5(; = §N(UM>

En conclusion, dans le référentiel barycentrique, les éléments cinétiques du couple de
points { M, M} sont identiques & ceux de la particule fictive.
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2 Cinétique du solide

2.1 Champ de vitesse
2.1.1 Définitions

Définition 16. Un solide S indéformable est un ensemble de points qui
conservent, dans le temps, la distance qui les sépare :

‘V(Mi,Mj) e S, Mz’Mj =cte

Définition 17. Le référentiel R du solide S est celui dans lequel tous les
points de S sont immaobiles :

VM € Sv’[fM/’RS 2661: (_iM/RS = 6

Soient A et B deux points d’un solide S, dont le réfé-
rentiel R a pour vecteur rotation par rapport a un autre
référentiel R : 6725/72-

Soient, en outre, deux points A et M de S. Lorigine
de R, pouvant étre choisie en n’importe quel point de
S, on peut la fixer en A, de maniere a écrire la loi de
composition des vitesses :

Unyr = Unyr, + Ve (M)
ol vy /r, = 0 car M e S tandis que la vitesse d’entrainement de M vaut :
o - — —_
’Ue(M) = UA/R + QRS/'R A AM

Par conséquent :

N 5 — —_—_
TR = Va/r + Qr.r NAM (32)

Définition 18. On appelle axe de rotation instantanée
du solide S I’axe A; qui contient tous les points M; de
S immobiles dans R :

VM, € A275M1/R = 6

O R A,

Soient M; et M; deux points appartenant a I’axe de rotation A; d’un solide (S). La
loi (32) impose :

R R — oo . R — ——
Up /R = VAR + QRS/R/\AMi etij/R:vA/R—i— QRS/R/\AMj
Par suite :
. . — — — — —
UMi/R _ij/'R = QRQ/'RA (AMZ —AMJ) = QRS/R/\M]'MZ'
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et, puisque M; et M; appartiennenta A, :

{ O =0

e

— o —
. jQRS/R/\M]Mz:():} Q'Ré/R || Az

UM, /R =

(=1

2.1.2 Glissement d’un solide

Soit (S) un solide, de référentiel R et soit () une surface en contact avec (S). A un
instant ¢, (S) est supposé en contact ponctuel avec (X), ce qui signifie aussi qu’un
point I; de (S) est confondu avec un point I de (X) ; c’est le point de contact de (S)
avec (X).

Definition 19. On appelle vitesse de glissement v, la vitesse relative de I;
par rapport a I :

—

Vg =V1,/I,

Soit R un référentiel d’origine O, a partir duquel sont évaluées les vitesses des points

Iy etls:
— —
. [ dOI, . [ dOI,
Ull/R = 1 et 1)]2/73 = 1
R R

La vitesse de glissement peut aussi s’écrire :

— — —
- _ (dhb)\ _(dho) (dob
Yo = dt o dt dt
R R R

= ‘Eg = 2712/73 _1711/73‘

Dans de nombreux exercices, on rencontrera le cas des mouvements
sans glissement, alors caractérisés par :

Vg :Oévll/R:fvlg/R

Soit M un point de (S), pour lequel la loi (32) devient :

= = — E—
Upyr =0 R + Qr,yr NLM

La condition de non glissement se traduit alors par :

- R = —
Upyr =0 r + Qg r ANLM |car Iy = Iy
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EXEMPLE
Soit B une boule de centre G et de rayon R, dont la vitesse peut étre décrite, dans un référentiel R, par
Ug/w et dont le vecteur rotation s’écrit :

= —
Qr, /R =wiz

w étant la vitesse angulaire de B dans R.

’ . (%)

Notons I le point de contact de 13 avec un support (%), immobile dans R (c’est-a-dire que I = I est aussi
immobile dans R) : .

7.7[/72 =0
Par suite, le roulement sans glissement de B se traduit par :

— —
ﬁG/’R, = 17[/73+ QRS/R/\IG:(wﬁz)/\(—Rﬁy)

> [enzme]

2.2 Moment d’inertie par rapport a un axe
2.2.1 Définition
Définition 20. Soit (S) un systeme de points {Mi},c; ... )

de projetés {H;} sur un axe (A) et de masses m,;. On appelle
moment d’inertie de (S) par rapport a I’axe A la grandeur :

JA = i m; H1M22
=1

Si les points sont répartis de maniére continue dans le systeme (S), par exemple dans
un solide, on décompose (S) en éléments de volume dr,,, centrés sur M/ et de masse
om = p(M)drar, (M) étant la masse volumique de (S) en M. En notant H le
projeté de chaque point M sur (A), on obtient alors le moment d’inertie par le calcul :

Ja = / / © HM?6ém = / / © HM? (M) dryy (33)
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EXEMPLE

Calculons le moment d’inertie Ja g d’une boule (13) homogene, pleine,

d’axe A passant par G.
Puisque (B) a pour volume : V' =

m

v

I

i

4 .
37 R?, sa masse volumique vaut :

3Im
4T R3

Chaque point M de (B3) peut étre repéré par ses coordonnées sphériques
(r, 0, ) par rapport a G, de sorte qu’un volume élémentaire, centré sur
M, vaut :

dry = r2dr sinf@dfde

Quant au projeté H de M sur A, il se trouve a une distance H M = r sin 6 du point M.
Ce faisant, la relation (33) devient :

R T 2T
/ / / X (r2 sin? 9) x r2 dr sin0dfde
r=0J6=0 Jp=0
3m

R ™ 2T
/ rtdr / sin® 9d9/ de
r=0 0 0

JA

4T R3
3 RS 0 3 R2 T
= m ><—><27r></ sin® 0d6 = m / sin® 6.d6
47TR3 5 0 0
ou :
o T 39 ™
/sin39d9 = /sin@ (17c0529) d9:[70089+cos }
0 0 0
1 4
= Ix|l==)==
=0)=2
11 s’ensuit que :
3mR? 4 2
JA = X = = | Ja = = mR?
AT T T3 T|7ATE™

QUELQUES MOMENTS D’INERTIE

— R
; _ 2
(A)
H 1 2
DISQUE PLEIN JA = 3 mR
I o
CYLINDRE PLEIN R Ja = =mR
..A. 2
(A)
........... ) 5
SPHERE CREUSE (A) m R Ja =3 mR?
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TIGE PLEINE

........... . 5
BOULE PLEINE ) m R Ja = = mR?

2.2.2 Théoréme de Huygens

Soit (S) un solide de centre d’inertie G. Notons A un axe passant
par G et A un autre axe, paralléle a A, situé a une distance d de
Ag et soit K le projeté orthogonal de G sur A. En notant H; et
K; les projetés de chaque point M; de (S) respectivement sur Ag
et sur A, non seulement :

VM, € (8),KLH1 = [(_é

tandis que les moments d’inertie de (S) par rapport a A et par rapport a A sont
respectivement définis par :

Jag = i m; 11,[1]\412 et Ja = i m; KiMiQ
=1 =1

Cette derniére définition conduit a :

n N2
Ja = Zm,; (KZH,+H7M7>
i=1

= zn:miKin—i—zn:miHiMf—s—Q Zmﬁﬁ

i=1 i=1 i=1

= md + Jag +2KG - m; HM,
=1
ou:

RG-S m M, = KG. S m G+ RG-S m, G,

1=1 =1 =1
i . —
=1 i=1

n N
D’une part, la définition de G : > m; GM,; = 0 et d’autre part I’orthogonalité entre
=1

— —
KG et H;G permettent de poser :

& P —— 5
KG-S mHM, =0=|Js = Jac +md
i=1
ce qui constitue le théoréeme de Huygens.
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EXEMPLE

Considérons une tige de longueur a et de centre d’inertie G. Notons A un axe
passant par G et A || Ag un axe passant par une extrémité de la tige. o2
Connaissant le moment d’inertie de la tige par rapporta Ag : G
J 1 2 a
= —ma
46 T 1 A Ag

calculons le moment d’inertie de cette tige par rapport a A, en utilisant le théoreme de Huygens :
1
Ja = Jag +md® = D ma? + md?

ou:

a 11 1
d=-=Ja=ma® ( =+~ ) =|Ja=_mad’
g T UATma (12+4) A=3gma

2.3 Rotation d’un solide autour d’un axe

2.3.1 Axefixedans R

Soit (S) un solide et soit (A) un axe de rotation instantanée
(immobile dans un référentiel R), contenant un point A de

(S).
Chaque point M; de (S) se projette sur (A) en un point H;.
Le moment cinétique de (S) en A est défini, dans R, par : R

- N LS N
LA/R: ZAMZ/\mlle/R
i=1

ou la vitesse de chaque point M; vérifie la loi (32) de la page 22 :
— — =g ——
Un, /R = Uy R+ Qg A HiM;

Or, I’axe (A) étant un axe de rotation instantanée, 5)735 /= est colinéaire au vecteur
unitaire directeur @ de (A):

= —
Qr,/r = Qr, /R s

et chaque point H; est immobile dans R :
— - n —_— — —
i=1

- n — — —— i —_ i =
=1 =1

D’une part :

—_— —_— —_— —_—
AM; - H;M; = AH; - H;M; + H;M? = H;M? car AH; | H;M;
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et, d’autre part, la somme :
Ej_é Z?TLz HZMZ X (mz 67%;/72) (34)
i=1

. . N E— —_— — .
est perpendiculaire a A car H;M; L AVM; € (S) et AM; - Qx_/» estun scalaire.
Finalement :

IR — N =R n
Lar =JaQrr— Lo/ Ja= ) mi HiM}

i=1

Examinons maintenant plusieurs cas :
— Si le solide (S) est contenu dans un plan perpendiculaire a (A), tous les points H;

se confondent avec le point A de sorte que :
—> —

—_— =
AMi'QRS/R = QR/R_OcarHMJ_QR/R

hi
||

= 0=|Lajr=Ja QRS/’R

— En adoptant un modele continu, la définition (34) devient : z

EL:// 6mﬁ/lx<ﬁ4-§mm)
(&)

ou chaque point M du solide (S) est repéré par ses coordon-
nées cylindriques (r, 6, z) par rapport & son axe de rotation A
que I’on confondra avec (A, €). T

Dans ce systéme de coordonnées : HM = ré., dm = u(r,0,z)dry, avec
—
drp =rdrdfdzet QRS/’R = QRg/R €, et:

_— = . . .
AM Q'RS/R = (Z€Z+’I’6T) 'QRS/Qez = ZQRQ/'R

Notamment, si (S) est symétrique par rapport a I’axe A, sa masse volumique y ne
dépend pas de 0 : u = p(r, z), de sorte que :

I_jl = /// (r,z) xréy. x 2Qp_jgrdrdfdz
S)

= Qp,r // plr, z)r? drzdz/ e, do
(r,2) 0

2T
/ é'rd(9:6:>EJ_:6:> EA/R:JAﬁRS/R
0

ou :

— Le moment cinétique de (S) par rapport a (A) est défini par :
~ 7 —_ =g — =g —
LA=Lar -tian=Ja Qr,r-ta—Li-tda
ou ﬁRS/R = Qg /rUns et L, L iia conduisent finalement a :

‘LA =Ja QRS/R‘
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Remarque : Dans le référentiel barycentrique, I’axe de rotation instantanée A passe
nécessairement par G car @5 = 0. Le moment d’inertie par rapport a cet axe vaut
donc :

Lag = Jac Qr,r (35)

APPLICATION
Soit (C) un cylindre de centre G, de rayon R et de masse m, qui roule sans glisser sur un plan horizontal
(II) immobile dans un référentiel R = {O, €%, €y, €= }.

FAO 1T
0] g, Ji (IT)

On note w la vitesse angulaire a partir de laquelle est défini son vecteur rotation :ﬁRS/R =weé,.
En notant I le point de contact de (C) sur (IT), la condition de roulement sans glissement se traduit par :

— — =4 = — —
Igr = Uyr+ Qr,rRANIG=(we:)A(REy)
= 'D‘G/R = —Rweé;
Déterminons, de deux maniéres, le moment cinétique de (C) par rapport a I’axe (O, €-), connaissant son
moment moment d’inertie par rapporta I'axe Ag = (G, €%) : Jag = > mR2.
— Laloi (17) de la page 14 relie le moment cinétique de (S) en O aceluien I :
- = — -
LO/R = LI/’R, + OI/\va/R
ou:
— —_— =
(o)) || 176‘/72 = —Rweé, = OI/\mﬁg/R =0
tandis que I’axe (1, €>) est un axe de rotation instantanée :
= — =
Lijr =Jar Qr,r— L1

Jar étant le moment d’inertie de (C) par rapport a I’axe Ay = (I, &), que I’on peut calculer en
utilisant le théoréme de Huygens :

1 3
N JAg+mG12=5mR2+mR2=5mR2
= 3 o - =
= Lir= imR weéy; — L

ce qui fournit, finalement :

- = 3 5 . =

LO/R = LI/R = ng W ey _LL
Le moment cinétique de (C) par rapport a I’axe A = (O, &) est alors défini par :

Lan = EO/R~EZ avecEl 1Le,

3
= LAzimRQw
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— Dans le référentiel barycentrique, le moment cinétique de (C) par rapport a I’axe A est donné par la
loi (35) :

. 1
LAG = JAG QRS/R = imRQUJ

Quant au théoreme de Koenig, il fournit directement le moment cinétique EO/R en fonction du mo-
ment cinétique E’é en G, dans le référentel barycentrique de (S) :

— >y —_— N
LO/R :LG+OG/\WUG/R

avec :
= = = = = 2 o =
OGAmig/rg = (v€ +Reéy)A(—mRwéy)=-—mRweéyAéy
= mR%wé,
Il s’ensuit que :
I_:O/R = EC*: +mR2we,

= LaZ=Lo/g & =L& & +mR%w
ou, par définition :

- 1
L& -8 = -mR%w

I

.
Lag

3 Lois de la dynamique

3.1 Torseur des contraintes extérieures
3.1.1 Définitions

Définition 21. Soit un systeme S = {M;, --- , M,,} de points soumis & des
forces extérieures {ﬁl exts " ° ,ﬁn ext}. Le torseur des contraintes extérieures

est le torseur dont les éléments de réduction sont constitués de la résultante
des forces extérieures Fiy: et du moment des forces extérieures en A :

n F,
= A = A iext
Fext = E 7 ext J
[Fext]A = nz:l
— R —_— = .
Maex = g AM; A Fiext Foxt
1=1
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CALCUL PRELIMINAIRE :
Notons cv;; une grandeur dépendant de deux indices ¢ et j :

Zzazj = (ag+oiz+aa+-)+ (aa+oog+a+---)
i=1 jAi
+(ag1 +aga+agg+-- )+
[(a12 + @21) + (o3 + az1) + (@14 + a1) + - -]
+ [(a23 + az2) + (24 + ) + -+ ] + -+

soit encore :

DD =) (it az) (36)

i=1 j£i i=1 j>i

3.1.2 Glisseur et couple

Définition 22. Un glisseur est un torseur de contraintes de résultante non
nulle, mais dont il existe un point K de I’espace en lequel le moment est
nul :

[Fl glisseur < 3K/ [F, = { .,F?éo }

EXEMPLE .
Considérons le torseur dont la résultante est le poids P d’un systeme de points { M; }, de masses m;, plongé
—

dans un champ de gravitation g uniforme et de moment M en G, barycentre de ces points :

P=> mig=mg#0 (37)
i=1
et:
MGE ZG—MZ‘/\mig: ZmlG—]%l/\ﬁ
i=1 i=1
ou la définition de G impose :
n —_— - — =
> miGM;=0= Mg =0 (38)
i=1
P#0
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La loi de changement de point permet de calculer le moment de
ce glisseur en n’import quel point O # A :

— — — - — — ~
Mo=Muy+OANF = Mo =0AANF

Cette relation montre que, d’un point de vue dynamique, tout
se passe comme si le systéme (S) de points était soumis a une O

unique force F, agissant sur A.

Remarque : Le poids étant un glisseur de moment nul en G, il se comporte comme
une unique force agissant en G.

Définition 23. On appelle couple un torseur de contraintes dont la résultante
F’ est nulle mais dont le moment est non nul :
#0 }

On peut rencontrer cette situation lorsque deux points M;

et Mo d’un solide sont soumis a des forces £ et £, non
nulles, mais qui s’opposent; bien que la résultante soit

—

(=1

=l

K =

[F], couple < { v

nulle : . . L F
Fi=—-F=F, +F=0
le moment en O ne I’est pas : M
— . — - P — _— o —
Mo = OM\AFy+O0M; ARy = (MO +O0Ms) APy
— e - —
= MO:]V[1M2/\F2: I 750

Citons, comme couples, les exemples suivants :
— un moteur exerce, sur son arbre, un couple moteur T non
nul;
— Un so_ljde en rotation, dans un milieu fluide, de vecteur rota-
tion Q /%, peut étre soumis a un couple reésistant propor-
—

tionnela Q /% :

— —
T'=-Ax Qg r/A€RF

— Une tige élastique, dont une extrémité (A) est fixe tandis que
I’autre (O) est soumise a une torsion d’angle 6 par rapport & sa
position au repos 6, exerce un couple de rappel qui s’oppose a
cette torsion :

T =—Cx(0-0) .

ol C > 0 est la constante de rappel du couple.
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Remarque : On rapprochera cette loi & la force de rappel exercée par un ressort :

Z:ﬂirappel =—k(z—mo)u

3.2 Loides actions réciproques

Soient deux systémes de points
S1={My, -, M,} et Sy={Ny, - ,Np}
en interaction : chaque point INV; de (S2) est soumis
a une force résultante ﬁ12(Nj) de la part des points
de (S1) et chaque point M; de (Sy) est soumis, de la

part de (Sz), & une force résultante ﬁgl(M ), avec :

F12 ZF” etF21 )= ZF}z

j=

—

ol F;; et Fj; désignent respectivement la force que M; exerce sur N; et celle que N,
exerce sur M; en réaction. Le principe des actions réciproques stipule que :

ﬁij + Fji =0
VM, € (81) et VNJ € (82) . N
Fij || M;N;

Définissons maintenant les torseurs d’interaction [F} _5], et [F>_.1], en un point O
d’un référentiel R, a partir de leurs éléments de réduction :

Fip = Fia(N;)
[F1—>2]O = N . jnfl_> .
Mo(Fiz) =Y ON; A Fia(N;)
j=1

et:

I
&
A

[Fo—ilo

Dans ces conditions :

F12+ﬁ21 = ZZE‘J"F Z_;z

I
NE
hE
/N
G’ﬁi
_|_
e
N
(8
ealt
_|_
E'iji
I
(=]
)
L
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et:
_ R _ R m n . . n m N .
Mo(Fiz) + Mo(Fan) = Y Y ON;AF;+ OM; A Fj;
Jj=11i=1 1=1 j=1
non — — P — —
= > > (ONj A Fij + OM; A jl-)
j=1i=1
no=n —_— P — -
— > (ON; - OMi) A Fy
Jj=11i=1
m n .
= Y Y MN; AF
j=1i=1
c’est-a-dire :
— — —_— — — — —
MO(FH) + MO(FQl) =0|car MZNJ H Fij (40)

Les relations (39) et (40) peuvent é&tre condensées dans I’identité :
’ [Fio2]o = — [Fa—ilo ‘

qui constitue la loi des actions réciproques.

3.3 Théoreme de la résultante cinétique
3.3.1 Dans un référentiel galiléen
Soit S = {M;, --- , M, } un systeme de points; chaque

point M; est soumis & une force résultante Feq pro-
venant de I’extérieur de (S), tandis que tout couple de
points (M;, M;) de S interagit : le point M; exerce sur
M; une force Fji et le point M; exerce, en réaction, une
force F;; sur M.

Ainsi, chaque point M; € S est soumis & une force résultante :

ﬁ(Mz) = Frea + Z ﬁgz

J#i
La loi fondamentale de la dynamique précise que le référentiel d’etude R ; est galiléen
si, pour chaque point M, il est possible d’écrire :

m; Qg R, = ﬁ(Mi) < R, est galiléen.

n n
Soit S/r, = Z m; @z, 1a résultante dynamique de S et soit Foy = Z Fioxq la
=1 i=1
résultante des actions extérieures a S. La loi précédente conduit a :

S, = Y PO = 3 Pt 3B
=1 =1

i=1 j#i
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ou la relation (36) de la page 31 fournit :

= OcarFj+ F;; =0

Finalement, le théoreme de la résultante cinétique s’écrit :

- ﬂ dPr, =
Sir, = Fext = T Fext (41)

Remarque : Puisque la résultante cinétique P,  vaut aussi m vg %, lorsque la
masse m du systeme est constante, le théoréme de la résultante cinétique se présente
aussi sous la forme :

dvg /R,

dt = ﬁext

3.3.2 Dans un référentiel non galiléen

Considérons maintenant le méme systéme que précédemment, qui peut étre étudié
dans un référentiel galiléen R, ou dans un référentiel non galiléen R,,.

En notant a.(M;) et a.(M;) respectivement I’accélération d’entrainement du point
M; et son accélération de Coriolis, la loi de composition des accélérations :

arv R, = My R, T Ge(M;) + dc(M;)
= EMZ'/Rng = (_iMi/Rg - ae(M'L) - 6C(M1)

fournit la résultante dynamique de ce systeme dans le référentiel R, :

n
S/Rng = z :ml aMi/Rng
i=1

Zmi an, R, — Zmi ae(M;) — Zmi a.(M;)
i=1 i=1 im1

ou:
— le théoréme de la résultante cinétique (41) fournit :
n
Sir, = Z midn, R, = Fext
=1

— la force d’entrainement qui s’exerce sur le systéme est définie par :

Fo= =) mydc(M;) (42)
i=1
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— la force de Coriolis qui s’exerce sur le systéme est définie par :

ﬁc = — imz a:c(]\41)
=1

En conclusion, dans un référentiel non galiléen, le théoreme de la résultante cinétique
prévaut toujours, a condition toutefois de faire intervenir les forces d’inertie? :

- dP/r, = 4 =
Sy =~ = Fo+ o+ I, (43)

3.4 Théoreme du moment cinétique
3.4.1 Enun point fixe d’un référentiel galiléen

Soit un systtme S = {M;, --- , M, } de points matériels, de masses m;, que I’on
étudie dans un référentiel galiléen R, de centre O, ol A désigne un point fixe. Le
moment dynamique de S en A est défini, dans R, par :

— =R LI .
FA/Rg: ZAMZ'/\miaMi/RQ
i=1

ou I’accelération dyy, /=, de chaque point M; provient de la résultante des forces qui
s’exercent dessus :

n
mi R, = F(M;) = Fiex + ZFji
J#
Il s’ensuit que :
— n e LA —_—
F'ar, = ZAMi A Fiext + ZZAMZ N Fj;
i=1 i=1 j#i
ou, d’une part, on reconnait la définition du moment des actions extérieures en A :
n
— . —_— —
Mpaext = Z AM; N Fiext
i=1
et, d’autre part, le calcul préliminaire (36) de la page 31 conduita :

i=1 j#i i=1 j>i

—

LI — _ — _. _
= ZZ<_AMi/\Fij+AMj/\Fij) Caeri:—Fij

i=1 j>i
n n

o 5 R —

= ZZMiMj/\szzocarMiMj ” FU
=1 j>1

1Ces forces d’inertie sont des pseudo-forces en ce sens qu’elles ne traduisent par une interaction entre
points matériels, mais sont simplement définies mathématiquement de maniére a assurer une généralisation
du théoréme de la résultante cinétique.
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Finalement, il reste :
— —
L ar, = Maex (44)

En outre, comme A est un point fixe du référentiel d’étude, la loi (22) de la page 16
fournit I’expression du théoréme du moment cinétique :

dLa/r,

M
dt - Aext

Ry

Remarque : Les identités (41) et (38) :
— - — —
FA/Rg = MA@(‘[ et S/Rg = Fext

permettent d’établir une relation générale entre le torseur dynamique et le torseur des
actions extérieures :

g/Rg F_iext
— =9\ — e [S/RQ]A = [Fext] 4
I'a/r, M gext

Dans le cas ou le point A est immobile dans R4, la relation (23) de la page 16 géné-
ralise finalement la loi fondamentale de la dynamique :

d [P/RQ]A

1 = [Fedi si 1714/7{9 = 6

EXEMPLE
Soit (S) un solide de masse m, pouvant tourner autour d’un axe .
(0, e.) = Ao, avec un vecteur rotation ﬁRS/Rg = 0 &,. On admettra que i
le référentiel d’étude, associé au repére {O, €., €, €- } est galiléen.
Le solide (S) est soumis a son poids P = m g = —mg €y etalaréaction R
de I’axe Ao, supposé immobile. Le centre d’inertie G de (S) est repéré par
I’angle 6 entre A et OG. On supposera connu le moment d’inertie 74 , de
(S) par rapporta Ap.
Utilisons alors le théoreme du moment cinétique en O afin d’obtenir I’équation du mouvement de (S). Pour
cela, il convient de procéder en plusieurs étapes :

1. Expression du moment cinétique en O — Puisque I’axe (O, &-) est un axe de rotation instantanée, le

moment cinétique en O s’écrit :

= — =
Lo/r, =1Inp Qryr, — Lo

ol L, peut a priori ne pas étre nul car, dans un cas général, le solide (S) est ni symétrique par rapport
a Ao, ni contenu dans un plan perpendiculaire a A . C’est pourquoi on aura intérét a travailler avec
le moment cinétique par rapport a A o, défini par :
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= — =
LAO = LO/Rg'ez:IAo QRS/RQ car L, - e,
= Ia,b

2. Expression du moment des actions extérieures en O — Le solide (S) est soumis, de la part de I’exté-

- A - = A - . > 3
rieur, & son poids P et a la réaction R de I’axe. Le moment en O de ces forces vaut :

— — - — — . .
Moet =00 ANR+OG AN P = —Lmg sinf e,

(=]}

3. Application du théoreme du moment cinétique — Le théoreme du moment cinétique s’exprime par :

dLo/r — _ dlomr, — ~
# = MOatﬁez'#zMOad'ez
dLa, —
=M . e,
dt Oext €z
= Iar, 6 = —mgL sin @ (45)
L’équation du mouvement de (S) s’écrit donc :
. L
6+ 9= sing=0

Ao

Notamment, si I’angle 6 est suffisamment petit, le développement limité :

. L
sinf~0=0+9%9—0
IAO

montre que des oscillations prennent naissance, avec une pulsation :

mgL

wo =
In,

3.4.2 Enun point fixe d’un référentiel non galiléen

Soit A un point fixe d’un référentiel non galiléen R,,,, de vecteur rotation 6Rng/7zg
par rapport a un référentiel galiléen R . Notons d.(M;) et d.(M;) les accélérations
d’entrainement et de Coriolis de chaque point M; de S. De méme que les résultantes
des forces d’entrainement et de Coriolis sont définies par :

IR

n n
Fo= =Y midc(M;) et F, = — > m; do(M;)
=1 =1
on définira les moments associés en un point A immobile dans R, par :

./T/I)Ae; —Zml/\mzﬁe(Ml) et./\—/l)AC; —Zmz /\ml(ic(Mi)

i=1 i=1
C’est ainsi qu’apparaissent les torseurs :
[ F [ F
[Fent]A = — et [FCorioIis]A = —

MA@ MAC
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La loi de composition des accélérations (11) de la page 8 permet d’écrire le moment

dynamique de (S) dans R, sous la forme :

11

— LI .
L a/r,, E AM; Nmgdngr,,
=1

= Zm, /\miEiMi/Rg —Zmi/\mi&’e(Mi) —Zmi/\mid'C(Mi)
i=1

i=1 i=1

soit encore :
— — — —
U'a/r,y = T ayr, + Mae + Mac

. A ) A .
ou la loi (44) identifie I' y/z, @ Maext :

— — — —
L' Ar,, = Maext + Mae + Mac

Remarque : Les lois (43) et (46) :
— — — — — — — —
S/'Rng = Fe¢ + I + Fe et ]-—‘A/’Rng = Maet + Mae + Mauc

peuvent étre condensées dans I’identité des torseurs :

_‘?/Rng _ _F>‘®(t + _->Fe + _-)Fc
I'aA/rn, Maed M ae M ac

= [S/Rng]A = [Fent] 4 + [Fext] 4 + [Fcoriolis] 4

En outre, puisque le point A est immobile dans R4, la loi (22) :

T, — (AR
A/Rng — di
R

ng

(46)

généralise le théoreme du moment cinétique au cas des référentiels non galiléens :

dL
<A21/t72q> = /T/iAexH-MAe +A7Ac
Rng

Remarque : Lorsque le point A est immobile, la relation (23) de la page 16 :

d [P/RHQ}A _ [ ]
dt - /Rng A

permet de généraliser la loi fondamentale de la dynamique :

d [P/Rng} A

dz = [Fext]A + [Fent]A + [FCoriolis}A
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3.4.3 Dans le reéférentiel barycentrique

Il s’agit d’un cas particulier : le référentiel R* (éventuellement non galiléen) est en
mouvement de translation par rapport a un référentiel galiléen R 4, tandis que le point
G estimmobile dans R*.

Notons alors T'* le moment dynamique dans le référentiel barycentrique. L’identité
(30) de la page 19 montre que ce moment ne dépend pas du point par rapport auquel

il est mesuré :
_

|

de sorte que :

I
a
Edl
>
5
Q
i*

N
1’\ *
ou la loi (28) a permis de remarquer que :

N ook o
M /R, =  Opg + AG/R,

* = =Y - - 7 —
ZGMi/\miaMi/Rg —ZGMZ'/\miaG/Rg

i=1 i=1

I
=l
I

—

= n P . —
= I'"= Fg/Rgf ZmlGMZ /\ag/Rg: FG/'RQ
=1

c’est-a-dire, compte tenu du résultat (44) :
—_—

N —
"= MGext

Enfin, puisque G est immobile dans R* :

— dL*
r* m——
dt

R*
d’ou découle I’expression du théoréme du moment cinétique dans le référentiel bary-
centrique :

H* "*
L2 I (< I v 2
dt dt
R* R*
EXEMPLE
Reprenons I’exemple de la page 37, en notant R, Ry et R les B z
composantes de R dans la base polaire {é, €y, €- }. o Y

1. Expression du moment cinétique barycentrique — Dans le réfé-
rentiel barycentrique, I’axe (G, €-) est un axe de rotation ins-
tantanée, par rapport auquel (S) a un moment d’inertie Tag. ¢
Son moment cinétique barycentrique vaut alors :

Casy)
S

S
@

- - — -
[*=Lf =Ianc Qr,/m — L}
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ou la loi de composition des vecteurs rotation impose :

— — — . —
QRs/Rg = QRS/R* =+ QR*/Rg =0e, = QR;/Rg

=0

I s’ensuit que : = ) -

L* =Ipglé&. — L7
Or, a nouveau, (S) étant a priori ni symétrique par rapport & A, ni plan, il sera préférable de travailler
avec le moment cinétique barycentrique par rapport a I’axe Ag :

he = L& =1Irgb-1L% &
= IagfcarL* Lé,

2. Moment des forces extérieures — En G, le moment des forces extérieures (3 et R) vaut :

— — —  — = =
Mget = GGAP+GOANR=(-Lé)AR
=0
—L R, 0
= 0 AN| Ry | = LR, =LR.€y — LRy €,
0 R. —LRy
yy/ =
= Mcget-€:=—LRy

3. Théoréeme du moment cinétique — Dans le référentiel barycentrique, le théoreme du moment cinétique

s’écrit :
dr — dL* —
=M = @& o - &
< di ) G ext €z < at > Mgext - €z
R* R*

dL*AG) —
LEAG)  —Moee- @
( dt . Gext " €z

= Iacl=—-LRy (47)

Dans cette équation apparaissent deux inconnues : 6 et Ry. C’est pourquoi il convient d’écrire une
nouvelle équation générale de la mécanique :

4. Théoreme de la résultante cinétique — En coordonnées polaires, la vitesse de G est donnée par :

Ta/r, = L0

d’ou découle I’expression de la résultante cinétique de (S) :

ﬁ/Rg = mf}'G/Rg :mLOé'g
dP " . dg,
o —/Re _nLbe,+mLd 8
dit dt
dP : iy
= Rs __mLé%e, + mLiic
dt
= mg cos 6 .
Aussi, puisque (S) estsoumis ason poids P = [ —mg sin @ | etalaréaction R de I’axe, le théoreme
0

de la résultante cinétique impose, dans la base {&;, €y, €>} :

dﬁ/R . —mL§? mg cos 6 Ry
i g = Fot = mLé = | —mgsinf | + | Ry
t 0 0 R.
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Ainsi, I’expression de Ry peut étre extraite de cette équation :
Ry = mL6 + mg sin 6
et réintroduite dans I’équation (47), qui devient :
IA(;é = —mL3%)— mgL sin
= (Iag+mL?) 0 +mgL sinf =0
Finalement, le théoreme de Huygens stipule que :

mglL

IAO:IAg+mL2:>é+ sinf = 0

AO
ce qui confirme I’équation du mouvement (45) obtenue a la page 38.

4 Energie d’un systéme

4.1 Puissance et travail d’un systeme de forces

4.1.1 Définitions

Considérons un systeme (S) de points M;, chacun étant
soumis a une force résultante :

n n
ﬁ(Mz) = Zﬁiext + Zﬁ]z
i=1 G#i

provenant de I’extérieur et de I’interaction des autres
points M; de (S).

Définition 24. Le travail des forces qui s’exercent sur le systeme (S) est la
somme des travaux qui s’exercent sur chacun des points du systeme (S), dans
un référentiel R d’origine O :

sw= S F(M;) - dOM,;
i=1

La définition des vecteurs F/(M;) :
W =" Fiea- dOM; +Y D Fi dOM,;
i=1 i=1 ji

montre que W est la somme de deux termes :

[ OW = 6Wext + 6Wint | (48)

ou :
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— 6Wex désigne le travail exercé sur (S) par I’ensemble des forces extérieures a

(8):

n
N N oo
5Wext: Z Fz‘ext : dOMi

i=1

— les interactions entre les différents points de (S) fournissent un travail :

W= 33 B 4O, (49)

i=1 j#i

c’est-a-dire, compte tenu de la loi (36) de la page 31 :

Wine = Xn:i:(ﬁjqu—])WZ—Fﬁ”dO—]}WJ)
i=1 j>i
= iZ(dMO+dOM>~ Fj car By = —F;

i=1 j>1

n n .

i=1 j>i

Remarque : Toujours en vertu de la loi (36), on peut poser :
n n n n .
>SS Ay AN = 3257 (Fy - AN, + Fy - 4N
i=1 j#i i=1 j>i

ou :

ﬁij = _ﬁji et MjMi = _MiMj = deMi = —dMiMj
conduisent a :
SOSCFy - dM; =23 S Ry - dMM,
i=1 j#i i=1 j>i

de sorte que la loi (50) s’écrit aussi :

n n

Wint = 5 ZZEJ 1?

i=1 j#i

Définition 25. La puissance qu’un systéme (S) recoit des forces extérieures
est le rapport du travail que ces forces exercent sur (S) par la durée dt pen-
dant laquelle elles s’exercent :

~ O Wext
dt

Pext /R =
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La définition de dW, associée a celle de la vitesse de chaque point M;, dans R,
conduit a poser :

B
- dOM; o
7Dext/R = ZFiext . < dt ) = Pext/’R = Z Fiext - UM,; /R (51)
R

=1 i=1

Définition 26. Si, pendant dt, les interactions entre les points de (S) exercent
un travail §Wiy, la puissance associée est définie par :

~ OW,
Pint = dz;nt

Remarque : La relation (48) permet d’associer au systéme (S) une puissance méca-
nique totale :

~ oW
P:E = | P = Pext + Pint

4.1.2 Casdusolide
Un solide indéformable (S) est un ensemble de » points dont les dis-

tances M; M ; sont maintenues constantes. Ainsi, en notant ;; un vec- U
- - —_— il
teur unitaire de M; M : Fy M;
—_— . —_— N
MTM] = MiMj Ujj = dMZMJ = MT;M]‘ dui]‘ M
3
avec :

Or, le principe des actions réciproques stipule que la force ﬁij exercee par M, sur M;
e
est colinéaire a M; M :
— e — - . - .
Fij | MiM; = Fij ||ty = Fyy = Fyj g
— e — N .
= Fij . szMJ = (Fij uij) . (M7M] duij) =0
Par conséquent, la relation (50) devient :
OWint = ZZ dM;M; - ﬁij =0
i=1 j>i

Ainsi, le seul travail recu par un solide est celui des forces extérieures :

’ 5W = 5Wext = P - Pext

Il est alors possible d’isoler plusieurs cas :
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— Si le solide (S) est soumis & une seule force extérieure £, qui s’exerce en un point
A € (S) (par exemple I’action d’un ressort) :

— Si (8) est soumis a un seul type de forces extérieures (par exemple son poids) :

ﬁext = Z F:z'ext
=1
La vitesse de chaque point M;, dans R, peut s’exprimer en fonction de la vitesse
de n’importe quel point A de (S) :
= = - E—
U, R = Vayr + Qg r AAM;
Ainsi, la puissance mécanique regue par (S) vaut :

P = Pext= Zﬁiext : ﬁMi/R

i=1

DL o o L — _—
ZF’L'EX'[ "QA/’R""ZF»Lext . (Q'RQ/RAAM'L)
i=1 i=1

= . LN — —
= Fext Ua/r + Z Qr.r- (AMi A Fiext)
=1

Cette puissance peut donc se calculer simplement a I’aide de la relation :

P = Pext = Fext - Ta/r + Maext ﬁ)RS/’RVA € (S) (52)

— Si le torseur des actions extérieures est un glisseur, il existe un point K € (S) tel
— - .
que M g et = 0. Dans ce cas, la puissance vaut :

Pext = Fext - 77}(/72

Par exemple, le poids est un glisseur de centre GG ; sa puissance vaut :

Ppoids = ]3 : EG/R (53)

— Si le torseur des actions extérieures est un couple de résultante nulle et de moment
— —
enAT 4#0:

— — — —
Pext = Maext- Qr,yr=Ta- Qr

Ce cas se rencontre, notamment, lors de I’étude de la torsion d’un fil.
— Si (S) est soumis & un ensemble de forces (par exemple le poids, une force élec-
trique, des frottements,...) : {ﬁ(“)

7 ext

}046{1,--- ,Q} '
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La puissance mécanique regue vaut alors :

Pext = ZFZeXt U, /R—ZZ {od - T, /R

i=1 a=1
= Z:Z:ﬁ Xt UM/R

ou I’on reconnait la puissance Péf{) de chacun de ces types de forces :

Pext = Zpe /Pext = Z ext “ U, /R

Remarque : Dans la pratique, chacune des puissances P(a) se calculera a I’aide
de la loi (52).

— Dans un référentiel non galiléen, aux « forces » d’inertie (d’entrainement et de
Coriolis) :

Fet=— ) m;de(M;) et Fo= — Emzac

peuvent étre associées des puissances qui généralisent la relation (51) :

Pent/R,y = E m; de(M;) - Vg, R,

et:

PCOYIO“S/'R,ng = E my; ac 'UM /Rng

ou I’accélération de Coriolis s’exprime en fonction du vecteur rotation de R,
dans un référentiel galiléen :

o~ =g — —
ac(M;) = 2Qr,. /R, NOM /R0y L OMijRog
= JC(MZ) '17]\@/7271&7 =0

= ‘PCoriolis/Rng =0 ‘

Considérons le cas particulier du référentiel barycentrique R*, de vecteur rotation

nul par rapport & un référentiel galiléen R, : an*mg = 0 et dont le centre G
est animé d’une accélération @/, dans R,. L’accélération d’entrainement d’un
point M; de (S) est donnée par I’identité (27) de la page 18 :

VM; € (8)76€(M74) = C_"'G/Rg

n
= Pentyr~ = — (Z mlﬁ]\l) ~dg/Rr,
=1
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ou I’on reconnait I’expression de de la résultante cinétique de (S) dans son réfé-
rentiel barycentrique :

P2 "miiy, =0=|Pa =0 (54)

=1
4.2 Energie cinétique

4.2.1 Expressions

— Solide en rotation autour d’un axe fixe
Soit A un axe fixe dans un référentiel R de centre O, g
autour duquel un solide (S) tourne avec un vecteur Rs/R

rotation 5)735/73 || A. On note H; le projeté ortho-

gonal de chaque point M; sur A, ce qui permet de R "
—
e . dOM; 0
definir la vitesse @y, )z = par:
‘ dt
R A
dH; M d0H
—_— — R — M . .
OMi:OHi+HiMi:>77M1/R:< dtt l) car ( dtz> =0
R

Aussi, en définissant par i; le vecteur unitaire directeur de H; M, :

— dH; M, du.
H;M, = H;M; ’LTZ = ( d Z) = H,;M; ( d,l:;) car H; M; = cte
R R

P ——
( dH, M,
=

) — H,M; Qg m A
R

N — —
= Uu,r = Qg rAHM,;

ou: N N ) 5o

Donc, I’énergie cinétique de (S) dans R vaut :

1 n 1 n
Ee/r =75 Y mivi, R = 3 Y miHiM} Q%

i=1 =1

ou I’on connait I’expression du moment d’inertie par rapporta A :

R 1
JAS= > mi HiM} = | &y = 5 72% »
=1

— Energie cinétique barycentrique
Les vitesses de deux points A et M;, dans un référentiel R sont liées par la rela-
tion : . - .
U r = Vayr + Qr, r NAM;
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Notamment, si R désigne le référentiel barycentrique et si
A est confondu avec G :

ok . — —

Uy, = Ug+ Qg /r-GM; R
— R —

= Q'R;/’R* /\GMZ Car’l_)'G*ZO O

Or, par rapport & tout autre référentiel galiléen R, le vecteur
rotation de R* est nul, ce qui se traduit par :

— — — —
Qrr, = OQr,r-+ Qror=Qr, /R~
=0
— e

—
= M, = QRg/RGMZ

- - Y by =¢
Définissons alors I’'axe A parallele a Q% et passant par G, sur lequel les
points M; se projettent en H;, de sorte que :

— — = B
Uy, = Qr rANGH+Qr r N H;M;

=0
5 N2 _ 02 A2 car O H M.
= (vh,)” = QR jr X HiM; car Qg /r L HiM;
Par conséquent, I’énergie cinétique barycentrique vaut ;

) ~ 1 n i} 1 n
& = 3 Zmi(vzm)2 =3 (Z mi Hsz) Ve./m
i—1

i=1

* 1 =~ .
= &= Jac% m |/ Jac =Y mi HiM}

i=1

Remarque : Cette expression montre que, dans le référentiel barycentrique, (S)
a un mouvement de rotation autour de son axe de rotation instantanée Ag.

— Dans le cas général
Considérons maintenant un solide (S) dont le centre d’inertie G se déplace & une
vitesse v, dans un référentiel R et est en rotation autour d’un axe A¢ dans R*.
Le théoreme de Koenig indique alors comment calculer I’énergie cinétique de (S)
dans (R) :

1 *
gc/R = § mvé/R + gc

1 1
= EC/R = 3 mvé/R + 3 Jac Q%QS/R (55)
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4.2.2 Théoreme de I’énergie cinétique

L’énergie cinétique d’un systeme S = {Mjy, --- , M,,} de points vaut, dans le réfé-
rentiel galiléen :

. 1 I .
o, = gzmi e, = 5 3ms G,

d&. - de Ry, -
= Z / “UM; /Ry

ol la loi fondamentale de la dynamique relie la force F/(M;) qui s’exerce sur M; &
son accélération, dans un référentiel galiléen :

= = c Ry
F(M;) =m;dy,r, = / ZF UM, R,

On reconnait alors la puissance mécanique recue par (S), d’ou I’on déduit le théoréme
de I’énergie cinétique en référentiel galiléen :

dEe/r, _
—— = FR

dit i

Dans le référentiel barycentrique R* (pas nécessairement galiléen), la loi fondamen-
tale de la dynamique admet une généralisation :

g, re = F(M;) + Fo(M;) + Fo(M;) = Gy,
ou la force de Coriolis est nulle. 1l s’ensuit que :

dS* -
*
E m; Ay, - Upy, = P* + Pant

L’identité (54) : Pg,; = 0 permet anrs d’obtenir I’expression du théoréme de I’énergie
cinétique dans le référentiel barycentrique :
d&r
dt

:’P*

4.3 Exemples
4.3.1 Pendule pesant
Considérons le solide (S) en rotation autour de I’axe
(O, ¢&,), décrit a la page 37 et appliquons-lui le théoréme
de I’énergie cinétique en procédant en plusieurs étapes :
1. Expression de I’énergie cinétique

Puisque S est en rotation autour de I’axe (O, €), avec un

- =g A — 7 - - g
vecteur rotation QRS/R =0e,, cette energie cinetique
vaut :

Ino % g = L 7of?

E =
c/R = 2

2



LYCEE SAINT-EXUPERY DE MANTES 50

2. Puissance regue par (S)
Puisque () est soumis & son poids P et & la réaction R :

P = Pext = P(R) + P(P)

ou
N - —> o = U, :6
PR) = Tom R+ Mo(R)-Q avec 9/R 7 L
(R) To/r o(R)- Qr, /= {MOR)_@AR_O
= P(R)=0
et:
o . L — —
P(P) = igr - P+Ma(P) Qg /r
o —

— g Pcar Mg(P)=GGAP =0
Dans la base polaire B = {€,.,ép, €.} :

. 0 mg cos 6 . .
Ugr-P=|LO| -|-mgsing| = P(P)=—-mgLsindo
0/ 5 0 B
3. Expression du théoréme de I’énergie cinétique
dE, .
di =P = Ipro00=—mgLsinfo
. L
= |0+ mg sinf =0
AO

On s’assurera de la compatibilité de cette relation avec le résultat (45) établi a la
page 38.
4.3.2 Bille dans une gouttiere

Considérons une bille 9B, de masse m, de rayon r, de centre d’inertie GG, dont le mo-
N . 2
ment d’inertie par rapport a tout axe A passant par G vaut Jag = E mr2.

Cette bille est supposée rouler sans glissement dans une Uy
gouttiere de forme cylindrique, de rayon R. On note I le u, |
point de contact de 95 avec la gouttiére et : ‘
- 5 R
Ug/r = (R—1)0y /
la vitesse de G dans le référentiel d’étude R, sup-

posé galiléen, auquel on associe la base polaire
B = {i,, iy, u,}

Dans ce référentiel, la position de 2B est repérée par I’angle # que fait OG avec la
verticale, tandis que son vecteur rotation vaut :

=g - -
Ny/r =@u.

Etablissons I’équation du mouvement en utilisant deux méthodes différentes :
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PREMIERE METHODE : LOIS GENERALES DE LA MECANIQUE

1. Théoréme de la résultante cinétique
La résultante cinétique de 95 dans R vaut :

Por = migm=m(R—r)0ip
- )2
d ) . —m(R — 7’)0
mdi/R =m(R—r)0iy —m(R—r)0*id, = m(R—r)0

0

tandis que la résultante des forces extérieures est composée du poids P de B et de
la réaction de la gouttiere, de composantes normale N = —N i, et tangentielle
f = Tﬁg .

= L mg cos 6 -N
Fet =P+ N+T=|—mgsinf +| T
0 B 0 B

Le théoréme de la résultante cinétique impose alors :

— )2
d . —m(R —r)0 mg cos — N
% =Fwt= | m(R-1)0 =|-mgsinf+T
0 B 0 B

d’ou il découle que :

; (56)

N = mg cos 0 + m(R — r)§?
T =mgsind +m(R—r)0

2. Théoréme du moment cinétique
Puisque B est symétrique par rapport & I’axe Ag = (G, i) et puisque I’énoncé
donne le moment d’inertie de 2B par rapport a cet axe, le moment cinétique sera
calculé par rapport a A, dans le référentiel barycentrique :

x o~ T a 2 o
L = LG:JAgﬁ%/RngT Uy

- 2
= L*AG:L*~JZ:gmr2¢

Quant au moment, en G, des forces extérieures, il vaut :
— — — — - — -
— - — —
= GINTcarGI | N
= (rd,) AN(Tiy)=rTu,

Le théoréme du moment cinétique devient alors :

dL* — d /=, .\ — .
dr =Mgex = E(L 'uz):MGext'Uz
dLig 2 .
dt T =>5m7“<p T
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On obtient ainsi :

T= % mrg (57)

3. Condition de roulement sans glissement

Les trois équations (56) et (57) font intervenir quatre inconnues : N, T, 6 et ¢.
Il convient alors d’introduire une nouvelle équation entre ces inconnues, laquelle
équation provient en général d’une contrainte imposée au systeme. Par exemple,
les vitesses de GG et T dans R sont liées :

N . — —
Ug/R = Vi/R + Q(B/R/\IG

ou vy = 0 lorsque B roule sans glisser dans la gouttiére. C’est pourquoi :

ior = QamAIG= (R—1)0iy = (pi.) A(—riiy)
= (R* ’I")éﬁg = 77’@179
= rg=—(R-r)f=>rp=—(R-r)f (58)

Ainsi, la relation (57) devient :

2 2 .
T:gmxrgészm(RfT)F)

)
ce qui permet d’écrire la deuxieme équation du systeme (56) sous la forme :
—% m(R—7r)§ = mgsinf+m(R—r)d
= gm(R—r)é—i—mg sinf =0
i =2 Gng—o (59)
T(R—r)

Notamment, si les oscillations sont de faible amplitude, cette équation différen-
tielle se linéarise :

o9
T(R—7)

et fait apparaitre la pulsation de ces oscillations :

sinf ~ 0 = 6+ 0=0=0+wif=0

DEUXIEME METHODE : THEOREME DE L’ENERGIE CINETIQUE

1. Expression de I’énergie cinétique
Dans le référentiel R, I’énergie cinétique se calcule a I’aide de la loi générale (55)
de la page (48) :

1 1
56/72 = §mvé/R+§JAgﬁ?B/R
1 : 1 2
= im(R—r)QHQ—FixgmngbQ
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ou la relation (58) indique que :

) 1 . 1 2 ;
7”2¢32 — (R _ 7«)292 = 56/72 = §m(R — 7“)292 =+ 5 X 5m(R - T)292
17 242
= 5C/R_2x5m(R r)°0

2. Puissance mécanique recue

Puisque 95 est soumis & son poids P,aNetT, la puissance mécanique regue par
B vaut : . . .
P =Pex =P(P)+P(N) +P(T)

Or, le poids étant un glisseur, la relation (53) de la page 45 fournit :

= = mg cos 6 0
P(P) = P-tgp=|—-mgsind| -[(R-r)0
0 B 0 B

= —mg(R—r)sinfé

Quant aux composantes N et 7' de la réaction exercée par la gouttiére, elles sont a
I’origine des puissances :

o . NN — o
P(N) = N+ Qur-M1(N)
= Ocar{ vyr =0

M

et:

-, - — — -

{ /R
= Ocar .
My (

P = Pext = —mg(R —r) sinf 6

3. Théoréme de I’énergie cinétique
Le théoréme de I’énergie cinétique s’écrit :

|

B
TY=IINT =0

~

Il s’ensuit que :

d€. .
T/R — P:>gm(R—r)209:—mg(R—r) sinf 0
. 59 .
_ % 0 =
= |0+ R—7) sin 0

Puisque cette équation est la méme que I’équation (59), elle améne les mémes
solutions.
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4.3.3 Pendule de torsion

Un pendule de torsion est composé d’une tige de longueur ¢, de
masse m et de centre d’inertie G, par lequel passe un fil élas-
tique, dont I’autre extrémité est attachée un point A, fixe dans le
référentiel d’étude R. Ce fil exerce, sur la tige, un couple dont le
moment en G vaut :

— — .
Mgext =T = —0(9— Qo)uz

ou C est la constante de torsion du fil et 6y est I’angle repérant la position d’équilibre
de la tige. Enfin, on rappelle I’expression du moment d’inertie de la tige par rapport a

I'axe Ag = (G, ,) : Jag = Eméz.

Déterminons I’équation du mouvement de la tige a I’aide du théoréme de I’énergie

cinétique.
1. Expression de I’énergie cinétique
Puisque G est immobile dans R, le théoréme de Koenig fournit directement :

1 1
gc/R = §mvzg/73 + 5 JAGngs/R

ol i/ = 0 et 673,;/72 = 6. Par conséquent :

_ 1 N2 __ } i 202

EC/R = 5 JA(;G = B X 12 mi<0
dEC/R 1 Y
@ Emf 06

2. Expression de la puissance mécanique

La seule action extérieure étant celle du fil de torsion, la puissance mécanique

recue par la tige vaut :

. - — —
P = Pext = VG/R - Fext + Mgext - QRS/R

ou ﬁext = 0 est la résultante des actions exercées par le fil et i /r = 0. Il s’ensuit

que :
P=[-C0-0))d.]- (éa’z) — C(6—60)6

3. Théoréme de I’énergie cinétique
Selon ce théoréme :

dgc/R 1 247 .
I =P = EméGQ——C(Q—HO)G
. 12C

ce qui montre que la tige est animée d’un mouvement oscillatoire, de pulsation

12C

wo =4/ —=.
me?
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4.4 Energie potentielle

4.4.1 Actions extérieures

Définition 27. Soit v (z,y,z) un champ scalaire, dont la valeur dépend
du point M; ou il est mesuré. On appelle gradient de 1), calculé en
M;(x4,y:, 2;), la grandeur :

— N (% o WY
(@d0), 2 (5), o+ (%), 5+ (5),.°

i

Soit un point M; (z;, v, 2;) se déplagant vers un point M/ (z; + dx;, y; + dys, 2 + dz;):

dZi

B
Au cours de ce déplacement, le champ ¢ varie de la quantité :

dyp = (x4 dag,ys + dys, 2 + dz) — (2, i, 24)

_ (% (W oy |
B (afﬂ)Mi da:z—&—(ay)Md +<8 )Mi dz

On s’assure aisément que cette équation différentielle s’exprime aussi sous forme d’un
produit scalaire :

d = (grady) - dOM,

i

—

Considérons un solide (S) constitué des points Fexi(M;)
{My, ---,Mpn}. Chaque point M; de (S) est soumis '
a une résultante extérieure Fe(M;) et & une résultante

ﬁmt(Mi) qui provient des interactions avec les autres points
de (S):

"111

Ml) = F_iext(Mi) + ﬁint(Mi)

N
Fie(M;) = Z
oy

N
Définition 28. La résultante des actions extérieures : Foq = »  Fext(M;) est

=1
dite conservative s’il existe une fonction £, dont la variation s’identifie au
travail de Fey :

dEpet = —Wea = Z Fox(M;) - dOM; (60)
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Dans ce cas &, ex: est I’énergie potentielle de (S) provenant des actions extérieures.

En admettant que I’énergie potentielle soit additive, on peut attribuer, a chaque point
M; de (S), une énergie potentielle £, x(1;) ayant pour origine les actions extérieures

a(S):

N N
Epext = Y _ Epent(My) = dpea = » | dEpea(M;)
=1 =1
L’identification avec la relation (60) conduit a :
— —_— e —_—
dgpext(Mi) = —Fext(Mi) . dOM7 = (grad gpeXt)M . dOMl

i

d’ou il ressort qu’une force extérieure conservative dérive d’une énergie potentielle :

ﬁext(Mi) conservative < Hé’pext/ﬁext(Mi) =— (grad Spext) "

[

EXEMPLE N°1
La puissance exercée par le poids est définie par :

W (P)
dt
Soit, conformément a la relation (60), I’énergie potentielle de pesanteur £, est définie par :

5 d =
dEpp = —SW(P) = i’t”’ = —P(P)

P(P) =

ou la puissance de P est donnée par la relation (53) de la page 45 :

I 0\ (ic 7
P(P) = Pigr=| 0 | ¥a
M9/ g \*G/ R 2
dzg d ( )
= —m = —— (mgz
974t at %6
11 s’ensuit que :
d¢ d
T:p = E(ngG) = | Epp = mygzg + cte

EXEMPLE N°2

Considérons un solide (S) dont un des points M est relié & un ressort fixé en un
point O, lequel ressort est caractérisé par sa longueur r = OM, sa longueur a vide
7o et sa constante k. A nouveau, I’énergie potentielle £, e de la force élastique
est reliée a la puissance Pext de cette force :

dgp ext

=P,
dt ext

qui est donnée par :
_ N — — —
Pet = Fext - Unr/r + My (Fea) - Qr,/r

Or, Fey état un glisseur de point d’application M :

— = - =
MM(Fex’[) =0= P@(’( = F@(t ° EM/R

(61)
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tandis que : .
Fea = =k (r —1r0) tUr

avec, en coordonnées sphériques :

. dr do o de

OM = r i, = UpR = EUT+T €@ g + 7 sm@T(tpuw
11 s’ensuit que :

= dr d 1
Pext = Fext - Upr/r = —k (r — 7o) Tt |:§ k(r — r0)2:|

La relation (61) fournit alors :

dEped _ d

1 1
—k(r—70)%| = | Epext = = k(r — 10)? + cte
dt dt [2 (r=ro) } BER 2 (r = 0)

EXEMPLE N°3 : PENDULE DE TORSION

Considérons une tige 7, dont un des points M est attaché a I’extrémité d’un fil de

torsion, dont I’autre extrémité A est fixe. Ce fil de torsion exerce en M un couple de
g - -

moment I' = —C' (0 — 6o) 4, 0 étant I’angle de torsion du fil et &) la valeur de 6

au repos. La puissance des actions extérieures qui s’exercent sur 7 vaut alors :

= . — —
Pet = Fext - Unr/r + Mumredt - Q)7

—

- — — — 9 ) .
oll Fat = 0, Up/r =0, Marew = T et Q7 ,r = 601 conduisenta:

Pet = [-C(0—00)1u:]- (éﬁz) =—C (6 - 6) %f
_ (i{lcw—ew]

Par conséquent, la loi (61) fournit I’expression de I’énergie potentielle élastique du fil de torsion :

dEpea  d

1
C (60— Epext = — C (0 — 0p)2 + cte
T dt[ ( )}é pet = ( 0)” +

Supposons maintenant que chaque point M; de (S) soit soumis & des forces exté-
rieures de diverses natures (poids, forces électriques, frottements, ...) :

Q
Foa(M;) = >~ Fag) (M;)
a=1

A chacune de ces forces pourra étre associée une énergie potentielle EZE(;)(U a condition

qu’elle soit conservative. La définition (60) fournit non seulement une définition de
5(‘1)
pext -

aglah= - Z FS) (M) - dOM,
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mais également celle de I’énergie potentielle totale provenant des actions extérieures
conservatives :

~ —_—
d&pet = = Fea(M;)- dOM;

d’ou ressort la loi d’additivité des énergies potentielles :

Q
Ep ext — Z SZE(;))(t

a=1

4.4.2 Actions intérieures a un systéme de points

Considérons un systéme (S) de points en interaction :

chaque point M; de (S) est soumis a une force ﬁj(Mi) dela
part des autres points M; de (S) dont la résultante vaut :

Fi(M;) =Y Fy(0My)
e

Le travail des forces intérieures a (S) vaut alors :
R n . SN ' .
Wi = > F(M;)- dOM; = 3(M;) - dOM;
i=1 ]

n n N . N .
3 [Fj(Mi) - dOM,; + Fy(M;) - dOM]}
i=1 j>i
La loi des actions réciproques impose quant a elle :

F(My) = —F(Mj)

i=1 j>i

n n .
= Win=>_> Fi(M;)- dM;M; (62)

i=1 j>i

Définition 29. Les forces extérieures ﬁj (M) sont conservatives s’il existe un
champ scalaire &, in, appelé énergie potentielle interne, tel que :

| dEpin= — SWin
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L’identification avec I’équation (62) conduit & postuler pour I’existence d’une énergie

potentielle &, ,; d’interaction de M; sur M; :

R . N n n
dgpij = — Fl(M]) . dMiMj = dgpim = ZZ dgpij

i=1 j>i

EXEMPLE N°1 . ) ) o
Soient { M1, M2} un systeme de deux points en interaction élastique : le M E(Mz) M.
2

point M exerce sur le point M2 une force de rappel qui dépend de la dis- = e----eeea 1,

tance r = M1 Ms : T
— S = —
Fl(MQ) = -k (T = ’ro) Uy oU MMy = ri,

ro et k désignant des constantes.

La définition (63) donne I’énergie potentielle du systeme :

= ——
dgpint = dgp 12 avec dgp 12 = 7F1(M2) - dMy Mo
soit encore, en coordonnées sphériques :

dépine = [k(r —70)dyr] - [dr @y + rdO g + r sin O dp d,]

k(r—mro)dr=d Bk(r—ro)ﬂ

d’ou il découle que :

1
Epint = 5 k(r —ro)? + cte

Remarque : Puisque F;(M;) = —F;(M;) et :

MiMj = _MjMi = dMZM] = _deMi

(63)

la définition (63) de I’énergie potentielle d’interaction entre les points M, et M; de-

vient :
— —_—
dgpij = —FJ(M,L) . dM]MZ = dgpji :>
Compte tenu de cette remarque :
DD A& =) (A6t dEy) =2 ) A&y
i=1 j#i i=1 j>i i=1 j>i

ce qui permet d’exprimer la relation (63) sous la forme suivante :

1 n n N .
Apine = NN i/ dEy i = — Fi(M;) - dM; M,
i=1 j#i

(64)
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EXEMPLE N°2

Intéressons-nous a un systéme de points S = {M;, --- , My}, chaque point M, portant une charge
électrique g;.

Rappelons que chaque point M; est soumis a un potentiel électrostatique

V (M;) produit par I’ensemble des autres charges de S :

M) 7
n _ e NN
N 95 M;
V(M;) = E 5
ot 4dmeg M; M,
. — = 49 . - >
Puisque M; M; = r wy et F;(M;) = 7 5 Ur, €N coordonnées sphériques la définition (64) et I’éner-
TEQT
gie potentielle d’interaction entre deux points fournit :
_ %45 - = - . =
d&pi; = (—7 ur) - (dri, +rdfidg + r sinf0dep iy,)
4dmegr2

_ 9% g 4 4%
4megr? 4meqr
En admettant que I’énergie potentielle &, ;; soit nulle lorsque r tend vers I’infini (14 et M; sont infiniment
éloignés I’un de I’autre), on obtient :

n o n

9i9; 1 9i4;
Epij = —F S Eim== =
L 47‘('60 M,LMJ pint 2 z:zlg 47‘('60 M,LM]

= Coim== Yy —
pint 2 Z (%Z Arzo MiMj

i=1 J#i

1 n
= | &pint = 3 ZQi V(M)
i=1

En notation continue, il convient d’introduire la densité volumique de charge p(M) en M :

Epint = %///(s) p(M) V(M) drns

4.4.3 Systémes en interaction

Considérons les systémes de points Sy = {M;, --- , M, } etSy = {Mn41, - -+, Mg}

cht(M')

Notons F‘J (M;) laforce qu’un point M exerce sur M; et ﬁext(Mi) la force que I’exté-
rieur au systéme {S; U Sz} exerce sur M;. Nous noterons fz/l la résultante des forces



LYCEE SAINT-EXUPERY DE MANTES 61

exercée par S, sur Sy et ﬁl/Q celle que S; exerce sur Ss :

Fg/l—z Z Fj(M;) et Fyjp = Z ZF

i=1 j=N+1 j=N+1i=1

a - - - 7
De méme, on notera Mg, (F5/,) le moment en un point K; des actions exercées par

So sur Sy et A7K2 (F4/2) le moment en un point K, des actions exercees par Sy sur
82 .

—_— ~ N _— —
Mk, (Fopn) = ZKlMi/\FQ/l(Mi)
=1
- 3 Y kAR
i=1 j=N+1
et:
Q N
Mu, (Fipp) = Z KoM A Fyjp(My) = > Z A Fy(M;)
j=N+1 j=N+1i=1
ou I’on a défini les forces résultantes :
Q N
Foyr(M;) = Z Fj(M;) et Fy jo(M Z
j=N+1 i—1

Chacun des points M; de S; étant soumis a une force :

N Q

F(M;) = Foa(M;) + > Fy(My) + Y Fy(M,
J# j=N+1

la puissance mécanique recue par S; vaut :

P = ZF UMy /R

= ZFext UM/R+ZZF “Un, /R

i=1 j#i

- Pl ext + Plnt( / ) + Pint(2/1)
ou I’on a défini :
— la puissance que I’extérieur du systéme {S; U So} exerce sur Sy :

Prext= Z Fext UM /R
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— la puissance des actions intérieures a S :

N N .
Pae(1/1)= 3D Fi(M:) - Bhym

i=1 j#i
— la puissance des actions que Sy exerce sur Sy :
N Q
Pint(2/1) = Z Z Fy(M;) - v, ym
i=1 j=N+1

De méme, la puissance mécanique recue par Sy s’écrit :

Q
P o= Y F(M;) -tz
j=N+1
N Q Q ~
= Z Fext(M;) - Ung, = + Z ZFz(Mj)'ﬁMj/R
j=N+1 J=N+1i#j
Q N
+ Z ZFZ(MJ) Up, /R
j=N+1i=1

= Poext + Pint(2/2) + Pine(1/2)

ou I’on a défini de la méme maniere les différents termes de puissance.
Par conséquent la puissance totale, regue par le systeme, des actions mécaniques qui
s’exercent sur {S; U Sa} vaut :

| P = Proa + Paex + Pm(1/1) + Pn(2/2) + Pin(1/2) + Pin(2/1) | (65)

4.4.4 Solides indéfomables en interaction

Nous avons déja montré que, pour des solides indéformables : Pin(1/1) = 0 et
Pint(2/2) = 0, ce qui simplifie I’expression de P :

~dg,

P ="Prext + Paext + Pint(1/2) + Pint(2/1) = Tt

(66)

si toutes les actions sont conservatives.
Considérons un point K de S, de sorte que :
—
1 7

VM, € SlaﬁM,i/R = 'ﬁKl/R + 5)51/73 N K1 M,

ce qui permet de poser :

N Q
Pint(Q/l) Z Z _‘(Mz) . (UKl/R+681/R/\KlMi)

<

N Q
_ — —_ o
= Fyp Uk R+ Q&/R'Z Z K1 M; A Fj(M;)
i=1 j=N+1
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soit encore :

N . — —
Pint(2/1) = Fo1 - Uk, jr + Qs yr - M, (Fayn) (67)

De la méme maniére, on trouve, pour un point K5 de S, :

S - J— —
Pint(1/2) = Fij2 - Ugyyr + Qsy/» - M, (F1)2) (68)

EXEMPLE .
Considérons deux solides indéformables en interaction élastique : (S1) exerce sur (S2) une force Fy /5 au

point K> (il s’agit d’un glisseur) tandis que (S2) exerce sur (S1) une force ﬁ2/1 en K (il s’agit aussi
d’un glisseur). Les points K et Ko sont repérés dans un référentiel R de centre O et sont distants de r.
Le vecteur @, est un vecteur unitaire directeur de
Ki1Ks:

e —

KiKs =rid,

tandis que la force élastique adopte la forme :

F1/2:*k(7’*7’0)ﬁr F1/2
ou k et ro sont des constantes. La puissance des actions _- 0
intérieures a {S1 U Sz} s’écrit alors : Fyyy

Pint = Pint(2/1) + Pint(1/2)
ou la loi (68) indique que :
- — -
Pint(1/2) = Fy o - Uk, Car Mic, (F1/2) =0

et, compte tenue de la loi des actions réciproques : ﬁg/l = —131/2, la loi (67) devient :

Pint(2/1) = —Fy /2 - T, /=

Par suite :
P = Fipo Oy — Try /R)
— — _—
_ 7 dOK, _ [ dOK: _7 dK; 1 Ko
-T2 dt dt e dt
R R R
dr diiy
== —k - _"V‘ B R _"V‘
[k (r —ro) dr] [dtu +7r dt]
dr dd,
= —k(n— — caru, L
(r—ro) g care dt
d [1
= —— | Zk(r—r9)?
dt [2 (r = 7o) ]
La relation (66) se simplifie alors :
d&pint d[1 2
s D1 — = —— | Zk(r—
dt Pine =~ 3¢ [2 (r=ro)

1
= | Epim = 2 k(r —ro)® + cte (69)
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4.45 Energie potentielle d’un ressort

Considérons maintenant un systéme composé de deux solides indéformables S;
et Sy et d’un ressort Ss liant Sy et So aux points respectifs K et K5 ; on notera
S = {81 US> U S5} le systeme complet.

Fifs
(S1)

Le ressort exerce, aux points K et K5, les forces respectives :
— N — N —_— N
Fypp=k(r—ro)t, et Fyjo = —k(r —ro) U /K1 K> =1,

ou i, est un vecteur unitaire directeur de K; K, r est la distance entre K; et Ky
(longueur du ressort), ro désigne la longueur a vide du ressort et k sa raideur. Par
réaction, S; et Sy exercent sur le ressort, aux points K et K, les forces respec-
tives Fy 3 = —Fj/, et Fy /3 = —Fy 5. En généralisant le résultat (65), il apparait que
I’énergie potentielle intérieure a S vérifie :
. dgpint
dt

= Pint(1/1) + Pint(2/2) + Pint(3/3) + Pint(1/2) + Pint(2/1)
+Pint(1/3) + Pint(3/1) + Pint(3/2) + Pint(2/3)
ou:
— puisque les solides S; et So sont indéformables :
Pine(1/1) = 0 et Pie(2/2) = 0

— Pint(3/3) # 0 désigne la puissance des actions internes au ressort, au cours de sa
déformation ;

- Pint(1/2) = 0 et Pint(2/1) = 0 car S; et S; n’interagissent pas directement I’un
sur I"autre ;

— les forces ﬁl/g et ﬁg/l s’exercent sur le méme point K, auquel cas les relations
(67) et (68) indiquent que :

— N — —_—
{ Pint(1/3) = Fi/3 - Uk, + Qsy/r - M, (Fiy3)
— . — —
Pint(B/l) = F3/1 UKy /R + Q51/72 ) MKl (F3/1)
— — — — .
Or, Mg, (Fi/3) = 0 et Mg, (F3/,) = 0 fournissent alors :
Pint(1/3) + Pint(3/1) = (ﬁ1/3 + ﬁ3/1) U, )R =0
=0
— pour les mémes raisons :
Pint(2/3) + P|nt(3/2) = 0
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Finalement, il reste :
_ dgpint - dgp ressort
dt dt

ce qui montre que le ressort possede une énergie potentielle intrinséque, donnée par la
relation (69) :

= Pint(3/3) =

1
5p ressort = B k (T - 7"0)2 + cte

Finalement, I’énergie potentielle du systéme (S) pourra s’écrire simplement :

‘ Ep = Eprext + Epzext + Epzext + Epressort ‘ (70)

4.4.6 Interactions a puissance nulle

Lorsqu’une interaction conservative présente une puissance nulle, I’énergie potentielle
qui lui est associée est constante car :
dé&,
— =P=0=|&,=cte
dt P
Remarque : On adopte souvent la valeur arbitraire £, = 0 dans ces cas.

EXEMPLE N°1
Lorsque la force extérieure au systéme F' agit sur un point M de (S), perpendiculairement a son déplace-
ment : .

Pet = F - Uprr =0
Cette situation se rencontre notamment dans le cas de la tension 7° du pendule pesant ou de la réaction R
d’un support en I’absence de frottements.

~)

<=

EXEMPLE N°2

Lorsque deux systemes (S1) et (S2) interagissent en un seul point K commun, les forces 132/1 et 131/2
étant de moments nuls en K (glisseurs de centre K). Les relations (67) et (68) fournissent la puissance
interne d’un tel systéme :

Pt = Pi(1/2) + Pi(2/1) = Fy ) - Ty yr + Fopr - Ty =

= ﬁ1/2 : (17K2/72 —UKl/R) car ﬁ2/1 = —ﬁl/z

avec :
17K2/72_UK1/R =0car K1 = Ko :K:>
C’est a partir de cette loi qu’a été obtenue I’énergie potentielle (70) d’un systeme muni d’un ressort :

Ep = Eprext + Ep2ext + Ep3ext + Eprssort
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4.5 Energie mécanique
45.1 Définition

Chague point M; d’un systéme (S) peut étre soumis & une force résultante F(M;)
qui présente une composante conservative ﬁ(c)(Mi) et une composante dissipative?
F@O (M)
F(M;) = F(M;) + FO(M;)

Le travail de ces actions est alors défini par :

n n n
N F(M;) - dOM; =" FO(M;) - dOM; + Y F(M;) - dOM,
=1

i=1 =1

oW

= W 4w

ol sW(©) et §W (D sont respectivement les travaux des forces conservatives et dissi-
patives. Or, le théoréme de I’énergie cinétique permet d’exprimer I’énergie cinétique
&./r du systeme (S) en fonction de 61, tandis que, par définition, I’énergie poten-
tielle £,/ de (S) s’exprime en fonction de 5T () :

{ oW = A€,

- _ (d)
SW© — dgp/R = dEC/R dgp/R + W

= d(Eyr+Er) = WD (71)

Définition 30. L’énergie mécanique de (S) est la somme de son énergie ciné-
tique et de son énergie potentielle :

L’identité (71) montre que la variation d’énergie mécanique de (S) provient des forces
dissipatives :

A€, r = oW (72)

Remarque : En I’absence de force dissipative (souvent en I’absence de frottements),
I’énergie mécanique est alors constante. L’équation :
50/73 + gp/’R = cte = EC/R(LL = 0) + 5p/7€(t = 0)

donne alors I’équation du mouvement de (S), son membre de droite pouvant étre éva-
lué & la date ¢t = 0. Cette équation est souvent appelée intégrale premiére du mouve-
ment.

2Une force est dissipative si elle ne dérive pas d’une énergie potentielle, c’est-a-dire si elle n’est pas
conservative.
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EXEMPLE
Un losange, de centre d’inertie G, est formé de quatre barres identiques homogenes, de masse m et de
longueur £. 11 se trouve dans le plan horizontal (xGy), A et C' pouvant coulisser sans frottements sur I’axe

- Loz =4
(Gz), B et D sur I’axe (Gy). La déformation du losange est caractérisée par I’angle o = | BG, BC] .Un
ressort, de masse négligeable et de raideur k, est accroché entre les points A et C'; il est non tendu pour
T . . .
a= i Les liaisons entre les barres du losange sont supposees parfaites.

On cherche a déterminer la période Ty des oscillations au voisinage de I’angle oo = %, en fonction de m
et k. 1
On rappelle le moment d’inertie de la barre (BC) par rapport a I’axe (I,€>) : Jar = D me2,

REPONSE

Pour obtenir I’expression de Tg, nous remarquons qu’en I’absence de force de frotte-
ment (liaisons parfaites), I’énergie mécanique du systeme {losange + ressort} est une
constante ; on peut donc obtenir une intégrale premiére du mouvement en calculant
cette énergie mécanique &,, :

1. Calcul de I’énergie cinétique
Dans labase B = {€, €y, €}, le centre I de la barre BC est repéré par sa position
G1, d’ol découle sa vitesse 07/ dans le réferentiel R de G :

N sin o d(?[ / COS (v
GI = - | cosa :>UI/R£T:§(54 —sina
0/, ¢ 0/,

Ainsi, en notant ﬁBC/R = &€, le vecteur rotation de la barre (BC') dans (R), le
théoréme de Koenig fournit I’expression de I’énergie cinétique de cette barre :

1 1
& r(BC) = 3 mui, g + 5 Jar OBo/r

1 2 1 1 )
2

g L oL s
m><4a+2><12m€ X v

1 1 1 1 1
= 2m€2a2x(4+12>2m€2a2><3

Puisque les quatre tiges ont la méme énergie cinétique que (BC), alors que le
ressort a une masse nulle (donc une énergie cinétique nulle), I’énergie cinétique
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totale du systéme vaut :
2
Eyr =4 x Eyr(BC) = §m€2 a?

. Calcul de I’énergie potentielle
Par analogie avec la relation (70), I’énergie potentielle du systéme vaut :

gp = gpext(AB) + gpext(BO) + gpext(CD) + gpext(DA) + gpressort

ou les quatre premier termes sont constants car les points A, B, C et D se dé-
placent dans le plan horizontal (Gzy), perpendiculaire aux actions extérieures
(poids et réaction des axes).

Quant a I’énergie potentielle du ressort, elle vaut :

1
gpressort = 5 k (L - L1))2 + cte

ou L = AC désigne la longueur du ressort et L., sa longueur au repos (lorsque
o= % rad). 1l s’ensuit que :

L = AC=2GC =2B(C sina=2¢sin«a
= L,=2(sin (%) =02
1
= Epressort = B k0% (2 sin o — \/5) -+ cte
Par conséquent, I’énergie potentielle du systéme vaut :
1
Epr = 3 k2 (2 sina — v2)2+ K

ou K est une constante.
. Intégrale premiére du mouvement
En I’absence de phénomene dissipatif, I’énergie mécanique :

gm/’R = gc/R + gp/’R
2 1
= gm£2c’u2+§k€2 (2sina—v2)? + K

est constante. Considérons alors qu’a la date ¢ = 0, le systéme soit abandonné

.. s . . . 2 .
avec un angle « voisin de T avec une vitesse angulaire nulle (& = 0). L’énergie
mécanique initiale vaut alors :

1
Emr(t=0)= 3 k0% (2 sinag — vV2)? + K

Ainsi, I’absence de phénomene dissipatif introduit I’équation :

Sm/’R = gm/R(t - 0)
2 1 1
= 3 me2a® + 3 k02 (2 sina — v/2)%2 = 5 k02 (2 sinag — v/2)?

d’ou découle I’intégrale premiére du mouvement :

a2+ ji (2 sina — \/5)2 = ji (2 sinag — \/5)2 (73)

m m
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4. Reésolution de I’équation du mouvement

N . L, - . T
Supposons que le mouvement du systéme soit caractérisé par unangle o = — + ¢

s ™ . S, - . s
tres voisin de 1 (le] <« Z)' qui autorise I’emploi d’un développement limité

e = n(Fre) () e () = 5 4 s
= 2Sina7\@zﬁset251nag—\/§z\@so
En remarquant que :

LI
o = — g o =&
4
I’équation (73) se linéarise :

3k 2 _ 3k
— — 74
&+ 2m T 2m €0 (74)

Deux méthodes permettent d’extraire, de cette équation, I’expression de Ty :
— La dérivation de I’équation (74) fournit directement I’équation différentielle

3k 3k
2664+ — X 26e=0=£&+ —e=0
2m

. . . | 3k .
dont la solution est harmonique, de pulsation wy = om et donc de période :
m

2 2
Ty =L =op /22

wo T 37
Ty
— Entreladatet = Oetladate t =

—, e décroitde g9 a 0, . €
tandis que I’équation (74) s’écrit : !

de\? 3k, o de 3k 5, T /T:Ot
<dt> “om G0 )T G T g, Ve e ‘TU
le signe négatif provenant de la décroissance de . Ainsi :

‘/Qm‘ké/mz&dt‘ﬂm/odf
3k /el — 2 0 3k Jey /22 — €2

Le changement de variable :

€

go sinu = de = g9 cosudu

= g2 —e?=¢e2(1 —sin®u) =& cos®u

[2m / go cosudu _ 2m /2
— du
3k oy 0

conduit a :

go cosu 3k

2m ™ 2m
To =4 To = —_—
= “\aE X T T AT B



LYCEE SAINT-EXUPERY DE MANTES 70

452 Equilibre d’un systéme

Soit S = {M;, --- , M, } un systéme de points étudiés dans un référentiel galiléen R
d’origine O et soumis & des forces exclusivement conservatives £(°)();). La varia-
tion d’energie potentielle £,/ de S est alors liée au travail W (©) de ces forces :

A€, r = =Y FO(M;) - dOM, (75)
=1

Supposons que S soit totalement décrit, en mécanique, par un paramétre & (position,
angle, ...); I’équation précédente devient :

€ n dOM
P/R _ ,Zﬁ(c)(Mi) it
=1

dé ¢

— Si le systeme S est en équilibre, chacun des points A; (qui occupe une position
M;. correspondant a & = &.) posséde une accélération @y, (€.) = 0, de sorte que :

dg
ce qui montre qu’un systéme en équilibre présente un extremum d’énergie poten-
tielle.
— Si le systéme S présente un extremum d’énergie potentielle en & = &, le gradient
—
grad &, s’annule en £ = &.. Or, la relation (75) montre que :

a > d€
FO (M) = myan, (&) =0= < p/R) 0
3

- e -
FO(M;e) = —grad &,(M;ey = 0
c’est-a-dire que les points de S sont soumis & une force résultante nulle.

Par conséquent, rechercher les positions d’équilibre de S revient a rechercher les ex-
trema de &,/<. Considérons maintenant qu’il existe une fonction ¢(£) permettant
d’écrire I’énergie cinétique de S sous la forme :

Eojr = (E) x €
tandis qu’au voisinage d’une position d’équilibre (£ = £.), I’énergie potentielle admet
pour développement limité d’ordre 2 ;

d€ 1 d2€
Epr(&) = Eyr(Se) + (€ — &) ( ;gR)g +§(5*£@)2 < d§p2/72>§

d&
= EP/R(fe) + % k(¢ — 56)2 car <(f§/n>f =0

%8, r
de?

en posant k = < > . Ce faisant, I’énergie mécanique :
ge

. 1
Emr = Ec/r + Epyr = V() € + Eyyr(&e) + 3 k(€ —&)?
est constante, ce qui impose :

dgm/R_ dy . . _
57 —oéd—£§3+2w(£)£é+k£(£—£e)—0 (76)
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Notamment, au voisinage de la position d’équilibre, il est possible d’introduire le pa-
rametre ¢ tel que :

f=btemé—Co=cet{=¢m =8
donne & I’équation (76), simplifiée par &, la forme suivante :

dy ., . _
G +2¢(§)é+ke=0
avec : d
() = () + e <d®§
Il s’ensuit que : ‘
dy f <dw> _
a 4+ 29(&)E+ee a ge—i—k:s 0 (77)

Si A désigne I’'amplitude de e qui dépend du temps par I’intermédiaire d’une fonction

f@): . .
e=Axf)=>é=Af=e=Af

Ce faisant, les termes ¢ et & apparaissent d’ordre 1 en A, tandis que £2 = A2 f2 et
e& = A% f f sont des termes d’ordre 2 en A. Or, en remarquant que A est petit (comme
I’est £), on peut ne conserver que les termes d’ordre 1 en A dans I’équation (77), qui
devient :
20(&)é+ke=0 (78)
— Si k > 0, cette équation :

£+ =0 (79)

k
29(&)

admet une solution harmonique de pulsation :

o — k _ 1 y <d2€p/73>
TV 2vE) T 29 ez ),

ce qui montre la stabilité de I’équilibre : écarté de la position £ = &, le systeme
oscille autour de cette position. En outre :

d25p/R d&,/r
k>0= ( a2 >£e > ( avec (df)gc =0

sur une position d’équilibre stable, I’énergie potentielle est minimale.

- Si k < 0, I’équation (79) :

montre que :

L

TN

g —

admet une solution de la forme :

e(t) = A sinh ( 21&'&) X t) + p cosh < 21/|le|€€) X t)
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qui montre que £(t) = &.+e(t) s’éloigne de &, dans le temps ; écarté de sa position
d’équilibre, le systeme continue a s’en écarter davantage ; I’équilibre est instable.
Or, puisque la relation :

d25pm d&,/r
k<0= (d§2>§ < 0 avec ( dE )56 =0

montre que &,,% est un maximum de la fonction £, (&), on peut conclure que :

sur une position d’équilibre instable, I’énergie potentielle est maximale.

EXEMPLE
Reprenons I’exemple du losange développé a la page 67, dont I’énergie cinétique et I’énergie potentielle :

2 . 1 .
Eyr = 3 me? &2 et Ep/R = 2 k€% (2 sina — V2)?2 + K
dépendent du seul paramétre a.

Etudions les différents équilibres possibles de ce systéme.

1. Recherche des positions d’équilibre
L'expression de &,/ permet de calculer :

d&,/r

= k£? x 2 cosa x (2 sina — V/2)
da

d’ou sont déduites les valeurs de o € |0; z qui rendent £,/ extremum :
2 p/

™ ot ™
a; = —elag = —
4 2
Ces deux valeurs correspondent aux positions d’équilibre du systéme.

2. Stabilité des équilibres
La stabilité des équilibres précédents se déduit du signe de :

d?'Sp/R

do? = 2k0? [2 cos? a — sina (2 sina — \/5)]
a

™
— Poura=a; = —:
4

d25p/R> 1 d2&, /%

— e :2k£2x[2><7]¢ — L%, =2k0?> >0
2 2 2

< da o da o

Le signe positif de cette dérivée seconde révéle qu’en o = a1, le systéme adopte une position
d’équilibre stable.

™
— POUrO(:OCQZE:

da?

<dZ€p/R> = 2k(? [—(2—\/5)] <Ocar2>+2

Le signe négatif de cette dérivée seconde traduit I’instabilité de la position d’équilibre en oo = as.
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2. Oscillations

Si I’on écarte un peu le systeme de sa position d’équilibre stable, I’équation différentielle (79) montre
que des oscillations vont se produire, avec une pulsation :

_ 1 (dQSp/R)
wo = X
21 (an) da? /.

ou v () permet d’écrire I’énergie cinétique du systeme sous la forme :

2
£. = P(a)a? = 2mea? = y(a) = 2

3 3

@) 3k
= =4/ X 2k02 = wo =/ —
o 4me? “o 2m

4.5.3 Premier principe de la thermodynamique

Considérons un systeme caractérisé par :
— son énergie cinétique barycentrique £ ;
— I’énergie cinétique de son centre de masse G, que I’on confond ici avec I’énergie
cinétique pergue a I’échelle macroscopique (énergie due au déplacement global du

systéme) :
1

= 2
Ecmacro = B mvgr

Par exemple, un objet posé sur une table possede une énergie cinétique d’en-
semble nulle (€. macro = 0), bien que les molécules qui le composent soient agitées
(€ #0).

— une énergie potentielle &,y provenant des interactions entre les particules qui
composent le systeme. Nous supposerons que ces interactions sont purement
conservatives, ce qui revient a négliger le travail 6Wi§1f) d’éventuelles interactions
dissipatives dans le systéme. Une telle hypothese est strictement vérifiée dans
le cas des gaz parfaits (absence d’interaction entre particules) ou des solides
indéformables (travail nul des éventuelles interactions).

— une énergie potentielle £, e Provenant des actions extérieures qui s’exercent sur
le systéme. Ces actions fournissent au systéme un travail :

W = oWSD + sW Y

ou 5We(>ﬁ) provient des actions dissipatives et 5We(x? provient des actions conser-
vatives, a I’origine du terme d’énergie potentielle &, ex; :

dEpea = — SWSE

Définition 31. L’énergie interne U d’un tel systeme prend en compte les éner-
gie cinétique et potentielles intriseques au systeme :
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Remarque : Dans le cas du gaz parfait, I’absence d’interaction entre les par-
ticules de gaz se traduit par &£,ix = 0. De fait, puisque I’énergie d’agitation

. . X . 3 .
thermique est proportionnelle & la température 7" (£X = 5 NET pour un gaz parfait
monoatomique), il en va de méme de U. C’est pourquoi on pose : dUgp = Cy dT.

Lorsqu’un systéme regoit une énergie thermique 6@, la relation (72) de la page 66
admet une généralisation :
d&,, = WD 4+ 6Q (80)

avec :
1
Em = Ec+g :imvé+g:+5pint+gpext

&: macro T E: + 5pint + 5;; ext
= gc macro + U + 5p ext

Ce faisant, la relation (80) conduit a :

df,'c macro 1 dU + dgptext = 5W(d) + 5@
ou :

{ AEpext = — WG

SW D = SWED + Wit = oWy

fournissent :

dgc macro + dU - 5We(xct) = (;We(xdt) + 5Q = dgc macro + dU = 5We(xct) + 5We(xdt) + 5@

Aussi, en remarquant que §Wext = 6We(xct) + 5We(x(? désigne le travail que I’extérieur
fournit au systeme, le premier principe de la thermodynamique s’exprime par :

‘ dE,’C macro + dU = 5Wext + 6@ ‘

5 Contact de deux solides

5.1 Mouvements relatifs

Admettons ici que le contact entre deux solides (S) et (Sz) ne déforme pas ces so-
lides ; le contact est alors ponctuel : le point de contact I est confondu avec le point I;
de (S;1) et avec un point I de (Ss), ce qui signifie qu’il existe, en I, un plan tangent
(P) aux deux solides.

M (S1) %ﬁ'm (S1)
" . (P) (P)

6) DU

(S) Q2
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Soit Q12 = Qg, /g — Qs,/r le vecteur rotation de (S1) par rapport a (Sz), qui

se décompose en une composante ﬁlgn normale & (P) et une composante ﬁm
tangente a (P).

Le mouvement relatif de (S;) par rapport & (Sz) peut se décomposer en trois types de
mouvements :

— Le glissement de (S1) par rapport & (Sz) est caractérisé par la vitesse de glisse-
ment :

—

Vg = 1711/12 = 1711/7z - ?712/71
Remarque : Les points I; et I5 sont provisoirement confondus mais peuvent ne
pas posséder la méme vitesse.
Pour tout point M de (Sy), il est possible d’écrire :
N N — —_— N — —
UM/’R = Ull/R + QRS/R AN IlM = Uh/R + QRS/R ANIM

d’ou découlent les deux cas suivants :
— si (S2) est immobile (77, /r = 0) et (S;) glisse sur (Sy) :

. . . . — —_—
U /R = Vg = |Unyr = Ug + Qg r NIM

— en I’absence de glissement, si (S2) se déplace avec une vitesse o7, /g = U7 /%

5 . 5 N — —_—
U, /R = U, /r = | Vm/r = Vi + Qg NIM

— Le pivotement de (S;) par rapport & (Ss) est caractérisé par :

— - = —
Qth :Oet Q12n #0

Il s’agit typiquement du mouvement d’une toupie sur un support.
— Le roulement de (S;) sur (Sz) est caractérisé, quant a lui, par :

- I N
Q2 #0et Q12, =0

Par exemple, le mouvement, sans glissement, d’un cylindre sur un support hori-
zontal est un roulement.

ﬁ12t
7

Pivotement d'une toupie Roulement d'un cylindre
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5.2 Les frottements

5.2.1 Torseur de contact
Si le contact entre (S7) et (Ss) se faisait ponctuellement e
en I, il serait caractérisé par le glisseur de centre I dont (S)) Noff
larésultante Ro; exercée par (Sz2) sur (Sp) se décompose

(P
en: i Ty )
— une composante Noj, normale a (P) en I, souvent _~; (Ss)

appelée réaction de (Ss) ; e

— une composante 75, tangente & (P), appelée frottements de glissement.

Remarque : La condition de contact entre (Sy) et (S2) s’écrit :

HNHH > 0 < contact entre () et (Sz).

Remarque : L’absence de frottements entre deux solides en contact se traduit par :

Tyo = 0 < pas de frottements.

Dans la réalité, le contact entre deux solides n’est pas rigoureusement ponctuel ; il se
fait sur une surface contenant 1.

e
(S1) /
) (¢ P
o T (P)
(Ss)
A

Considérons, par exemple, la rotation de (S;) par rapport & (S2) autour d’un axe A
passant par . Supposons que, parmi tous les points de la surface de contact entre (S7)

—

et (Sz), deux points M et M- soient soumis aux forces de frottement respectives 673

et 6Ty = —T4. I apparait ainsi que la résultante de ces forces est nulle, tandis que
son moment en I est défini par :

— o - — —
5./\/1](2/1) =IMyNSTy + 1Mo AN OTs
Les frottements produisent, dans ce cas, un couple de frottement.
— -
Dans le cadre du programme de MP, on se limitera aux cas ou M;(2/1) = 0.
5.2.2 Lois de Coulomb

Lorsque deux solides sont en contact (H1\712H > 0), le solide (S2) exerce sur (S1)
une force de frottement qui semble s’exercer sur un unique point I de la surface de
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contact. Les caractéristiques de cette force dépendent de I’état de mouvement relatif
de (S1) par rapport & (Sz).

- S’il'y aglissement (v, # 0), Tor # 0 et les frottements s”opposent au glissement :
Uy - Ty1 < 0. Lintensité des frottements est proportionnelle a celle de la réaction :

NMH

Hme = fa x

le coefficient f; s’appelant le coefficient de frottement dynamique.

— En I’absence de glissement (v, = 0), Hf21H (non nul s’il y a frottement) est
majoré, sans quoi le glissement se produit :

][ < g2 11| ®

Le coefficient f, est le coefficient de frottement statique.
Les lois de Coulomb sont alors résumées dans le tableau ci-dessous :

Glissement Pas de glissement

U # 0 Ug = 0

Ty -7y <0 Hfglu # 0 (frottements)
e Y A B

Remarque : Dans la réalité , les coefficients fj et fs sont différents : fs = f4 (il est
plus difficile de mettre en mouvement un corps au repos que d’entretenir un mouve-
ment déja existant). Cependant, dans la pratique, on confond généralement ces deux
coefficients.

Soit « I’angle entre Ry et Noy, tel que :

T ©)
HT21 H — /i
tana = 11— Ny o1
|| ra
ou la relation (81) montre que I’absence de glis- Ty,

sement est conditionnée par :
tana < fs = Elozo/‘ a < g avec tanag = f

Cette inégalité révéle que, pour éviter le glissement, le vecteur Ro: doit rester a I’in-
térieur d’un cone d’angle oy = arctan f, appelé cone de glissement.
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EXEMPLE
Une bille sphérique, homogéne, de rayon a et de masse m, roule sans glisser sur un cylindre de rayon b,
dans un plan orthogonal & I’axe du cylindre (O, €>).

La position de G est repérée grace a I’angle 0 = (é’z, (Yf) On note @ = w €, le vecteur rotation de la
bille par rapport au référentiel terrestre galiléen.

. . . N 2
On donne le moment d’inertie de la bille par rapport a I’axe Gz : Jg, = = ma?.

On lance la bille a partir de la position 6 = 0, avec une vitesse négligeable.
On note  le facteur de frottement de la bille avec le cylindre.

1. On suppose que la bille roule sans glisser sur le cylindre. Quelle relation traduit ce mouvement sans
glissement ?

2. En appliquant les théorémes généraux a la bille, établir I’équation différentielle du mouvement en 6.
3. Montrer que la bille commence & glisser sur le cylindre pour une valeur 6 = 6 telle que :

17p cos Oy — 2 sinfly = 10p

REPONSE

Compte tenu du mouvement de rotation de G autour de I’axe (Oz), nous adopterons le
systeme de coordonnées cylindriques, associé a la base B = {¢€., &y, €. }, pour lequel

—
OG = (a+b)é,.
1. Dans ce systéme de coordonnées, le point G a pour vitesse :

dOG de,
(7% A —
= (a4 h) = ()G

En outre, si I représente le point ou s’exerce le contact entre la bille et le cylindre,
I’absence de glissement en I se traduit par :

-~

e

— — — ey
g =Ur +JNIG
ol 7; = 0 car le cylindre est immobile. 1l s’ensuit que :

g = (wé)A(aé)

= (a+b)0é& =awé =|(a+b)d=aw (82)
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2. L’expression de la vitesse ¥ conduit a celle de la résultante cinétique 7_3'> de la
bille :

7_)) = m?G:m(a—l—b)éég
—
dP . - déy
— = b) |[6ép+ 60—
= 3 m(a+ )[ee—i— dt]
4P
_ R
= T m(a+b) (Geg 0 er)
Aussi, le théoreme de la résultante cinétique fournit, dans la base B :
—
dP - L,
H:Fext:P‘FN‘i’T

ol P =mg N = Né&, et T = Té&, désignent respectivement le poids de la
bille, la réaction normale du cylindre sur la bille et la force de frottement. C’est
pourquoi :

—62 —mg cos 0 N 0
m(a+b) | § = mgsinf [+|0 |+ |T
0 0 0 0

B

N —mg cosf = —m (a + b) 62
= (83)

T+ mgsind =m(a+0b)0

Quant au moment cinétique barycentrique de la bille :

_ dL* 2
L =Jg, o= gmaQwéz = o = gmaZc'ue?z
il conduit au théoréme du moment cinétique dans le référentiel barycentrique :
dE* — — S — L — -
T Meext =GGANP+GIANN+GINT
=0
2 5. S - .
= pmewe, = (—aé) AN (T éy) =—alé,
2
= T= — maw (84)

Les quatre équations (82), (83) et (84) comportent quatre inconnues : w, 6, N et
T'. Ce jeu d’équations est alors suffisant pour déterminer 6.
Les équations (84) et (82) fournissent :

2

T = —gmaw

9 R
=>T=—gm(a—|—b)0

aw = (a+b)0



LYCEE SAINT-EXUPERY DE MANTES 80

Ainsi, la deuxiéme équation du systeme (83) devient :

. .9
mg sinf = m(a—i—b)@—Tzm(a—l—b)@—&—gm(a—l—b)H

= gm(a—kb)é

d’ou découle I’équation différentielle du mouvement en 6 :

(a+b)0= 579 sin 0 (85)
. L’équation différentielle précédente s’écrit aussi :

i By df o] d [ 5g
(a+ )00 = 7951n9: pr {Q(a—i—b)H}— [ COSQ:|

ce qui montre qu’il existe une constante K telle que :

1 . )
—(a+0)6% = 2 s+ K
2 7
et, notamment, puisqu’initialement § = 0 et = 0 :
_ 99 1 b2 99 1
0= - +K = 5 (a+b)0° = 7 (1 —cos®)
. 1
= (a+b)92:$(1—c089) (86)
Ainsi, la premiére équation du systéme (83) devient :
. 10
N = mgcosh—m(a+b)b?=mg cosd — g(l — cosf)
~ N= % (17 cos 0 — 10) (87)

Quant a I’équation (85), elle donne a la derniére équation du systeme (83) la forme
suivante :

5mg

T+mgsingd = m(a+b)d= sin @

= T =-——=-sinf (88)

Examinons plusieurs cas :
— Initialement, 6 = 0, de sorte que :

IN| = mget |T| =0

L’inégalité : |T'| < p |N| étant nécessairement respectée, il n’y a pas glisse-
ment en début de mouvement, ce qui justifie I’hypothese du roulement sans
glissement de la question 1.

— La représentation graphique de 1 |N| et de |T'| en fonction de 6 :
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pmg= -~

AN

mg A =| 7|

~ R
e

i PN
6, 6,=094 0 (ad)

montre qu’il existe un angle 6, tel que, tant que 6 < 64, |T'| < p |N|. Donc,
jusqu’a ce que I’angle 6 atteigne la valeur 6,, le mouvement de la bille se
fait sans glissement. On en déduit que le glissement commence pour la valeur
0 =0, telle que |T'| = p | N|, c’est-a-dire :

sinf, = % (17 cos b, — 10)

7
= 17p cosfy —2sinfy = 10u

5.2.3 Aspects énergétiques

Pour simplifier les calculs, supposons le contact entre

(S1) et (S2) quasi ponctuel : le point I; de (S;) et le B
point I de (S2) sont, & une date donnée, confondus avec (S1) 2
un point I, mais ils ne possédent pas nécessairement les (P)
mémes vecteurs vitesses (7, /x et vy, /z). Si I’on n’envi- /2

sage que les interactions entre les deux solides, elles ont B (Sa)

pour puissance :

o . — —
Pint(2/1) = Ra1 - U1, yg + Mi(Ra1) - Qs, /7

- . — —
Pint(1/2) = Ria - Up,/r + Mir(R12) - Qs /%
Aussi, en utilisant une généralisation de la loi des actions réciproques :

—

R12 R'Zl _é21
MI(RIQ) /\—/iI(Rm) —/\—/1)1(321)

il apparait que les interactions entre (S;) et (Sz) exercent, a I’intérieur du systéme
{81 US>} une puissance :
Pt = Pint(2/1) + Pint(l/Q)
- o o — — —
= Roy- (U1, /g — U, r) + Mi(Ra1) - (Qsl/R - ng/R)

ou I’on reconnait les expressions de la vitesse de glissement et le vecteur rotation de
(S1) par rapport a (Sz) :

-~

N 5 — o~ —
Ug:UIl/R _UI2/R et 981/32 = 981/72 - QSQ/R
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Il s’ensuit que :

> - — —
Pint = Ro1 - Uy + M1(Ra1) - Qs, /s,

Remarque : Dans le cas d’un glisseur de centre I, qui exerce sur (S7) une force de
frottement Fi, la loi précédente se simplifie :

73int = Ffr . 77_(;

Dans le cadre du programment de MP, les liaisons entre solides seront généralement

- 7 7 - - - - = \ -
considérées comme parfaites, ce qui se traduira par M;(R21) = 0, c’est-a-dire I’ab-
sence de dissipation d’énergie par frottement de roulement ou de pivotement.
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Formulaire

Cinétique des systemes

GENERALITES

—

P I d =
Dérivation d’un vecteur unitaire : v =QAU
dt J »

=/

H . de a o >/
Vecteur rotation : T = Qrir NE,
R

(a4 dA — .
Formule de Varignon : (dt)R = (dt)R/ + QrirNA

.. . — — —
Composition des vecteurs rotation : Q. /z, = Qr,/r, + Qr,/R,
Composition des vitesses : U;/r = Uar/rs + Ue(M)
ou est définie la vitesse d’entrainement :

R ~ o = Py
Ue(M):UO’/R + QR//R NO'M
— Composition des accélérations : @y = dyjrr + de(M) + d.(M) ou sont
définies I’accélération d’entrainement et I’accélération de Coriolis :
—

— ~ / > — — —)/
GE(M):CI,O//R“F dt /\OM+ QR’/'R/\(Q'R’/'R/\OM)
RI

et:
~ =g —
aC(M) =2 QR'/R A UM/R/
— Rotationde R’ = {0, ¢!, } dans R = {0, é,} :

G.(M) = —Q%,  OM

TORSEURS

— Eléments de réduction d’un torseur (résultante R et moment M ) :
n
R=> "R
=1
n

- —_— -
My = AMz/\Rl

[Rla =

. — — - —
— Changement de point: My = ABANR+ Mp
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Torseur cinétique :

— Résultante cinétique : B = > " m; hy,)r = mig/r
=1

- e =g o~ - - —
— Moment cinétique : Ly /g = > AM; A m; ¥,/
i=1
Moment cinétique par rapport a un axe A (ia L A):
V(A,B) € A,LA=La/g - tia = Lpr - ia

Torseur dynamique :

n
— Résultante dynamique : Syr = > m; @y, r = micr
=1

. =g —~ n —_—
— Moment dynamique : T sy = > AM; Am; iy, /=
1=1
Moment dynamique par rapport a un axe A (da || A):

V(A,B) € A, TAZT 4/g -iin =Tp/r - iia

Si A est immobile dans R :

_ d[P/R}A
[S/R]A_ dt
_ 4P _
Si JA/RyéO,#:S/R mais :
dL . , d[p
2R Lar —Va/r NP/ = 7[ C{ZQ]A # [S/=] 4

dt

REFERENTIEL BARYCENTRIQUE

PP . . i —_— =
Définition du centre d’inertie : Z m; GM; =0
1=1
Localisation du centre d’inertie :

n

Définition du référentiel barycentrique : v = 0 et ﬁR*/R =0
Loi de composition des vitesses : vy;/r = Uy; + Vg /r
Loi de composition des accélérations :
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— Torseurs cinétique et dynamique :
[Pr-] = et [S/r-] =

— Théorémes de Koenig :
7 — 7 x * 1 2
Lor =0G Amigr+ L etE g =& + 3 MVG/R

— Reéduction canonique :

1 1 N 1 [
e =7 U
nmy | mg N KUy
I 1,
7*=GM = MM, Er=—pvy

2

Cinétique du solide

PROPRIETES DU SOLIDE

Définition du solide indéformable (S) : V(M;, M;) € (S), M;M; = cte

. = BV
Champ de vitesse : Ty;/r = Ta/z + Qr,/r A AM

Axe de rotation instantaneée : VM; € Ay, Uy, g = 0= ﬁRS/R Il A;
Vitesse de glissement : v, = v, g — U7, /R

Condition de non glissement : @y, /r = v, /g + Qg /r A LM

Définitions du moment d’inertie :

Ja= > mi HiM} ou Jy = // HM? (M) dryy
i=1 (S)

Quelques moments d’inertie :

CERCLE

DISQUE PLEIN

""" 1
CYLINDRE PLEIN _f?l_ Ja=-mR?
(4) 2
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SPHERE CREUSE

TIGE PLEINE

BOULE PLEINE

o £ o) Ja = ngz
1
e JA = — ma?
—_— 12
)
........... ) )
o £ ) Js =z mR?

— Théoréme de Huygens : Ja = Jag + md?

_ ROTATION D’UN SOLIDE (S) AUTOUR D’UN AXE

Moment cinétique en un point A d’un axe A fixe :

EA:JAﬁRS/RfiL/AEA

o L, =0si (8) est symétrique par rapport & A ou est contenu dans un plan
perpendiculaire a A

Moment cinétique par rapport a un axe fixe : La = Ja Qz_/»
Moment cinétique barycentrique : L, = Jag Qr, /=

Lois de la dynamique

TORSEUR DES CONTRAINTES EXTERIEURES

Eléments de réduction (résultante des forces extérieures et moment en un point

A):

[Fext] 4 =

Relation générale :

n

n

n
Fext: E Fiext
=1

n
—

MAext =

i=1

n n

_—

AM; N Fiext

—

DY =Y > (o +az)

i=1 j#i

Définition d’un glisseur :

[Fy glisseur < 3K/ [F]

i=1 j>i

I
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— Le poids est un glisseur : P = m g # 0 et /\7 (P P) =0

— Propriété : [F], glisseur = MA( )= AE N F
— Définition d’un couple :

l

A =0
[F], couple < o
I #0

<!

K =

— —
— Moment d’un couple de frottement: ' = -\ x Qg /%

— Moment d’un couple de rappel : T=-Cx (0 —06p)u
— Loi des actions réciproques : [Fi_.2], = — [Fa—1]p

THEOREMES GENERAUX DE LA DYNAMIQUE

— Loi fondamentale de la dynamique : m; dyy, /r, = ﬁ(Mi)

- . . dﬁ/R ~
— Théoréme de la résultante dynamique : Tg = Fext
d7, _
— Sim est constante : m C:li Re _ Feyt
— En référentiel non galiléen :
- dPjr. = - -
S/Rng = élt L = Fext + Fent + F¢

avec les forces d’entrainement et de Coriolis :
n
Fent = Zmz ae etF Zml 5C(M
i=1

— Théoréme du moment cinétique en référentiel galiléen :

- — dLa/r,
FA/R'Q:'/\/lA/'Ryj ( d;

g

— ldentité des torseurs en dynamique :

g/Rg ﬁext
N I T = [S/Rg]A = [Fexl 4
1—‘A/Rg M gext

— Généralisation de la loi fondamentale de la dynamique :

d I:P/RQ:IA

dt = [Fext}A si 17A/729 = 6

— . .
= Myex S VA/Ry = 0
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— En référentiel non galiléen :

d [P/Rng} A
dt

— Théoréme du moment cinétique dans le référentiel barycentrique :
dL* dL¢, —
( dt ) _< dt > = Maea
R* R*

Energie d’un systéme

= [Fext]A + [Fent}A + [FCOrioIis]A

PUISSANCE ET TRAVAIL D’UNE FORCE

— Définitions :

L — oW
=Y F(M;)- dOM;etP=—
ow 2 (M;)- dOM; et P &

— Actions extérieures et intérieures : 6W = dWint + 6 Wext, avec :

R n . .
5Wext = ZFext(Mi) . dOMi
=1

et:
N n n . 1 n n .
W=D Fi(M;)- dOM; =5 3 % Fi(M;) - dM;M;
i=1 j#i i=1 j#i
— Puissance des actions extérieures :

~ OW, = L
Pext/’R = T;Xt = Z Fext(Mi) UM /R

— Systéme soumis a plusieurs types de forces :

Q n
Pext = Z ,Pe(xoté)/Pe()g) = ZFe(g)(Mi) ’ UMi/R
a=1

= =1
— Cas du solide (S) indéformable :
73int =0=>P= Pext = ﬁext : ﬁA/R + MAext . QRS/RVA S (8)

— Puissances d’un glisseur et d’un couple :
Pext(glisseur) = Fext - Uar = Ppoids = MG - Va/r

— —
Pext(couple) = Text - Uz, /=
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— Référentiel non galiléen :
n
PCoriolis/Rng =0et 7Dent/Rng = — Z m; Eie (Mv) . ﬁM,i/Rng
=1

— Référentiel barycentrique :

* . * .
7DCorioIis =0et entrainement — 0

ENERGIE CINETIQUE

— Solide en rotation autour d’un axe fixe A : £./,x = £ Ja 0% =

— Dans le référentiel barycentrique : £ = %JAG Q%S/R

— Conséquence du théoréme de Koenig :
Eyr = lmvéﬁz + L Jac Q%‘/R
2 2 s
— Théoréme de I’énergie cinétique :

v . i dgc/R
— dans le référentiel galiléen : n L =Pg,

*

— dans le référentiel barycentrique : d(ic = P*

ENERGIE POTENTIELLE

— Définition d’un gradient : d¢ = (grad 1/;) - dOM, avec :

M,

) = () o (Y () .
(gradw)Mi B (33«”)% ot (8?!)% ot <8Z>JVL¢ °

— Energie potentielle des actions extérieures :
~ LA —
dépext= — Wext = — ZFext(Mi) -OM;

i=1

— Force extérieure conservative :

ﬁext(MZ-) conservative < 3 &, ext /ﬁext(Mi) =— (grad é’pext)M

— Pour calculer une énergie potentielle des actions extérieures a un solide :

_ dgp ext
dt

S — o —
= Pext = Fext - Un/R T M (Fext) - QRS/R

— Energie potentielle de pesanteur : £, = gmz + cte

i
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c . . 1
— Energie potentielle de rappel : £, rappel = 3 k(r—mrg)? +cte

. . . . 1
— Energie potentielle de torsion : £, orsion = 3 C (0 —00)% +cte

— S’il existe plusieurs types de forces conservatives :
~ Q@ Q
Fexy = Z Feg(?) = 5pext = Z gz(a(gzt
a=1 a=1

— Actions conservatives intérieures a un systéme : d€pint = — 6Wint
— Energie potentielle d’interaction entre deux points :
- — —_—
Epij = Epji/ AEpij = — Fy(M;) - AM; M;
— Energie potentielle interne & un systéme :
n n 1 n n
i=1 j>1 i=1 j#i

— Energie potentielle d’un systéme de charges électriques :

n

1 y=S"__—9%_
Epint = 5 ///(S) p(M)V(M)dra /V (M;) = ;47T50MiMj

— Systemes en interactions :
P = Pl ext T PQext + Pint(l/l) + Pint(2/2) + Pint(l/z) + Pint(2/1)

— Solides indéformables en interaction :

d&
_Ttp =P= Pl ext T P2ext + Pint<1/2) + 7)int<2/1)

avec :
_ . — —
Pint(2/1) = Fy1 - U,y + Qs /» - ME, (Fo1)

— o — —
Pint(1/2) = Fi/2 - Uy yr + Qs,/» - M, (Fiy2)
— Liaison par un ressort Ss :
E = Epext(S1) + Epext(Sa) + Epexi(ressort) + £, in(ressort)

1
avec &, int(ressort) = 5k (r —1o)% + cte

ENERGIE MECANIQUE

— Définition : £,/ g =& /» + Epyr = dEpyr = W@
— Equilibreen ¢ = ¢, :
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d¢ dz€
— stable si &,/ (&) minimum : (p/R> —0et ( P/R) =0
§e

d @€
— instable si £,% (&) maximum : (5’5/72)5 =0et ( dfpg/R)g <0

— Oscillations au voisinage d’une position d’équilibre stable :

. d2€

— Application au premier principe de la thermodynamique :

U= 5: + 8p int
d€cmacro + AU = 6Wext + 0Q avec d&,, = SW(D 4 5Q
SWP =0

int

Contact entre deux solides

— Champ de vitesse d’un solide :
L, ., N N — —_—
Cas general : ;g = vy + Qg ANIM
. — —
Sans glissement : vy /g = U7/r + Qg r ANIM
— Pivotement et roulement :
i — - = —
Pivotement de S1/S2: Q12 =0¢€t Q12, #0
— - = —
Roulementde S; sur Sy : Q124 A0€et Q12, =0

— Contact entre deux solides< HNHH >0

— Frottement entre deux solides< HTMH >0

— Lois de Coulomb :

Glissement Pas de glissement

T, #0 ¥, =0

Ty - Ty <0 HTEH £ 0 (frottements)
[T = 1o [ | [r]| < £ [
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— Cone de glissement :

Pas de glissement < « < ag = arctan f; / tana =

— Puissance des actions de contact :

N . — —
Pint = Ra1 - Uy + Mr(Ra1) - Qs,/s,




