Chapitre 3

Electromagnétisme

3.1 Electrostatique

3.1.1 Outils mathématiques

— Une ligne de champ (£) est une ligne continue en tout point de laquelle le champ
vectoriel A()M) est tangent & (£) sans changer de sens :

VM € L A(M) || £ et A(M) ne change pas de sens.

Dans la pratique, pour trouver I’équation d’une

ligne de champ, il conviendra de chercher I’en- N fT(Mg)
semble des points M de I’espace tels que : A(M,) I3
dOM A A(M) =10 (c)” M

— Les opérateurs vectoriels rencontrés(!) en électromagnétisme sont :
— le gradient d’un champ scalaire ¢ :

Ox oy 0z

— I’opérateur Nabla :

Va2t 2 re D
T Tor Yoy 7oz
qui permet d’exprimer le gradient :
— =
grady = Vo
- la divergence d’un champ vectoriel A = | A,
A,

1. Les expressions de ces opérateurs doivent étre connues en coordonnées cartésiennes x, y, z; les
expressions du gradient en coordonnées cylindriques et sphériques devront également étre connues. Les
autres expressions seront rappelées dans les énoncés, lorsqu’elles devront étre utilisées.
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- 0A 0A 0A = =
S ) Y z _ A
div or - Qy * 0z v

— le rotationnel d’un champ vectoriel A:
ot A= 0A. 04, &+ 04, 0A. 5 4 04, 04, z
oy 0z * 0z ox ) Y Oz Oy =
qui peut s’exprimer comme un produit vectoriel par I’opérateur nabla :
9 A 94, _ 04y
. F) T 5} 0z . .
€AA:<£>A<Ay): ode 04| o [lA=T A
ok, oA,
dx Oy

— le Laplacien d’un champ scalaire :

Py ot
MGt o tar Y

Le Laplacien d’un champ vectoriel s’exprime, en coordonnées cartésiennes,

Ay
comme le Laplacien des trois composantes du vecteur A | A, | :
A,
- - S - _0%A,  0*A,  0%A,
AA=AA e, +AA e, +AA e, /AA, = 52 + 52 + 5.2
L’opérateur Nabla permet de retrouver rapidement certaines relations entre les
opérateur vectoriels :

— Ennotant V¢, V9 et Vi, les composantes de grad ¢, il vient :

OV, oV oV,
div (gradv) = af* aqu+ 3zw

9 (o, 0 (o, O [0
- m(m)%(ay)%z(az)

= Ay =div (gﬂiw)

On obtient ce résultat plus directement, en utilisant I’opérateur Nabla :

div (gr?h/;) - (?ﬁ’) b=V = A = A = div (g@iw)

— [— P .
— On démontre, de méme, que rot (gradz/J) = 0, quel que soit le champ
scalaire v :
— _[OVp OV
rot (grad w) = < By o, €x

OV Y B ov. v\ oV B oVaz\
+< 0z 8x>ey+(8z 8y>z
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avec .
Na OVgy 9 (0N 9 (0¥ _,
dzp Ore  Oxp \ Oz, O \Ox5)
N —_— —
= 1ot (gradd)) =0
soit encore :

L, = =
en considérant que V || V.

— Quel que soit le champ vectoriel A:

94, _ 04y
0 0z

N . :
div (rot A) = div %A — %
A, oA
y o x
ox oy

0%A, B 0?4, N 0%A, B 0%A, n 9?4, 3 ?A, "
0xdy 0xdz Oydz 0Oxdy 0z0x 020y

= div (1&)/_1') =0

En remarquant que VLIVA A, on obtient plus directement :

div(m_t’/f):ﬁ(%%ﬁ):o

— De méme:
o (hA) = TA(Vad)=F(T.4)- 71
= H(Hfi’)zgr?l(divz)—mf )

Les opérateurs vectoriels sont indissociables des deux théorémes qui suivent (et
qui servent en fait de définition a la divergence et au rotationnel) :

— Le théoréme de Stokes-Ampere.

Sur toute surface (X) circonscrite dans un parcours fermé (T'), la circulation
du champ vectoriel A vérifie :

cAaj{ ,I(M).d&ﬁ:// rot A(P) - dSp
(T) (=)

L orientation de la surface est donnée par la main droite : les doigts de cette
main tournant dans le sens de parcours de (T"), le pouce tendu donne I’orienta-
tion du vecteur 7.
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— Le théoréme de Green-Ostrogradski.

Le flux d’un champ vectoriel A & travers une surface fermée () vérifie :
A= A(M) - A8y = / / / div A(P)drp
=) ()

— Le théoréme de Kelvin(®)

Ce théoréme permet le calcul de la « circulation » d’un champ scalaire 1 le
long d’un parcours fermé (T') :

- SN ~
Y(M)dOM = —// grady(P) A dSp
™) ()
Enfin, dans tous le cours, nous supposerons les fonctions suffisamment régulieres
pour vérifier le théoréme de Schwartz ;
% 0% N 9
OOz,  Ox,0t Ot ot

3.1.2 Rappels d’électrostatique
Champ et potentiel électrostatiques

Soit un systéme (S) de N points P;, possédant les charges respectives ¢;. Ce systéme
produit en tout point M de I’espace un champ électrique E(M) et un potentiel
électrique V(M) :

— . q; PlM E‘(M) S

E(M)71§147T80XPZ‘M3 ( )
Noog 1

V(M)=> X

oU g est la permittivité électrique du vide (¢ ~ 8,85.10712 F- m~1!). Ces expres-
sions admettent des équivalents lorsque les charges sont réparties continiment dans
un volume (), sur une surface (S) ou sur une courbe (£) :

2. Contrairement aux deux théoremes précédents, le théoréme de Kelvin n’est pas supposé connu des
étudiants.
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AP)dlp PM van— [ AP 1
(£) 47’(’80 PM3 - (L) 471'80 PM

P)ds PM P)dSp 1
E(M) P V(M) / / L
//5) 4meg PM3 (S) 47‘(’80 PM

P)d PM P)d
7'P 7'P
M V(M)

/// 471'50 P.ZM-3 ///V) 471'50

N ) ] ) . s
ou A(P)= d%’ o(P)= d—g, p(P)= d—q sont respectivement la densité linéique de
T
charge, la densité surfacique de charge et la densité volumique de charge, qui
lient la charge dq a I’élément (de longueur d¢, de surface d.S ou de volume dr) qui
contient cette charge.

E(M) =

Quelques propriétés

— Le champ électrostatique dérive d’un potentiel :
— —_—
E(M) = —grad V(M)

— Une charge ponctuelle ¢ placée en un point M ou régne un potentiel électrostatique
V(M) a pour énergie potentielle électrique :

£ = qx V(M)

— Unensemble (S) de NV charges ponctuelles ¢; situées en des points M de I’espace
possede une énergie potentielle électrique :

1 N

— La symétrie de la distribution de charge D (linéique, surfacique ou volumique)
détermine souvent la direction du champ électrique :

— D est symétrique par rapport & un plan (II,) si D(P) = D(P’) pour tout
couple de points P et P’ symétriques par rapports a (II) ; dans ce cas, en tout
point M de (I1,), E(M) est contenu dans (II,) :

P’ =sym{P} ,D(P') = D(P) = E(M) € (Il,) VM & (IL,)

Cette propriété s’étend a tout axe de symétrie (As) pour la distribution de
charge :

VP' =sym{P},D(P') = D(P) = E(M) || (A,)YM € (A;)

— D est antisymétrique par rapport & un plan (I1,) si D(P’) = —D(P) pour
tout couple de points (P, P’) symétriques par rapport a (II,,) ; dans ce cas, en
tout point M de (I1,), E (M) est perpendiculaire & (II,) :

P’ =sym{P} ,D(P') = —=D(P) = E(M) L (II,) VM € (Il,)
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— Le long d’une ligne de champ L :

le champ E(M) est tangenta £ : E(M) A dOM ;

E(M) garde un sens constant.

E(M) est toujours dirigé vers les potentiels décroissants.

Les surfaces équipotentielles sont perpendiculaires & £ en tout point de L.

— Le potentiel est toujours continu a la traversée d’une distribution volumique ou
surfacique de charge, mais pas nécessairement a la traversée d’une distribution
linéique.

Théoréme de Gauss

Le flux ¢ du champ électrique a travers toute surface fermée (%) est proportionnel a
la charge gin: contenue & I’intérieur du volume V' circonscrit dans (%) :

Ce théoréme est non seulement a I’origine de nombreux calculs de champs électrosta-
tiques, mais est également a I’origine des deux théorémes suivants :

Théoréme 1. Le potentiel V' n’admet pas d’extremum en dehors des charges élec-
triques.

Théoréme 2. Entre deux points de méme potentiel ne peut passer la méme ligne de
champ.

3.1.3 Continuité du champ électrique

Théoréme 3. Le potentiel est calculable a la traversée d’un volume chargé, d’une
surface chargée, mais pas nécessairement d’une ligne chargée.

Théoréme 4. Le champ électrostatique (1) est en général calculable & I’intérieur
d’une distribution volumique de charge.

Pour confirmer la possibilité de calculer le champ électrique a I’intérieur d’une distri-
bution volumique de charge, rappelons que le théoréme de Gauss donne I’expression
du champ électrique en un point P d’une boule de rayon R et portant une charge @
répartie uniformément en volume :

E(P)= —*— x7¢
( 47T€0R3 rer

Théoréme 5. Dans le cas général, le calcul du champ électrique sur une distribution
surfacique ou linéique de charge n’est pas possible.
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Par exemple montrons qu’il n’est pas possible de calculer le champ électrique en un
point M d’une sphere chargée uniformément en surface (avec une densité de charge
o). Soit () une sphére de centre O, de rayon r, en un point M de laquelle un élé-
ment de surface vaut dSiM = dS)s €., ou e, est le vecteur radial. Pour des raisons
de symétrie, le champ E(M) ne dépend que de » = OM et est colinéaire a €, :
E(M) = E(r) &, ; son flux & travers (X) vaut ainsi :

bp= # E(M)-dSy = ﬂ E(r)dSy = E(r) x 4nr?
&) &)

— Sir > R, lacharge a I’intérieur de (¥) vaut ), de sorte que le théoréme de Gauss
indique que :

gint = Q .
= o F(M) = ,
¢E €0 ( ) 47‘(60 r2 ¢

— Sir < R, lacharge gin & I’intérieur de (X) est nulle, ce qui conduit a :

Ex47rr2:@=O:>E_'(M)=(_)’

€0
Par conséquent :
lim E # lim E
r—R*t r—R~
ce qui montre que le champ E en un point M de (X) ne peut étre connu par ce
calcul.

Discontinuité du champ

Considérons une surface (X) localement plane et comportant une densité surfacique
de charge o. Soit un parallélépipéde rectangle(P) de section d.S et de hauteur ¢ < 1,
dont deux faces paralléles appartiennent aux milieux (1) et (2) situés de part et d’autre
de (X). Les champs électriques sur ces deux faces seront notés E; et E,, tandis que
7112 désigne un vecteur unitaire dirigé de (1) vers (2). Nous supposerons e suffisam-
ment petit pour négliger la surface latérale de P.

UL EQ\

5 ) \

(2 /M 7 25 I s

(1) s (1 ¢
h El/ ld§1

Le flux du champ magnétique a travers la surface de P vaut alors :
gf)E:ﬂ E d§:E1 d§1+ﬁg~ d§2: (7E’1~ﬁ12+E’2'ﬁ12) ds
P

car dS; = —dS i et dS, = dSiys.
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La charge contenue a I’intérieur de P valant giny = o d.S, le théoréme de Gauss four-
nit ;
i odS — — o
gp = I _ = —Ey -riig + Ey - 1iip = —
€0 €0 €0
Notamment, si E; et E peuvent étre décomposeés sur les vecteurs unitaires 77,5 L P
et | P:

Ey = By, itio + By o
= E2n - Eln = (2)
€0

Ey = Eoy, it1o + Eoy Uy

Considérons maintenant un parcours rectangulaire (T') = (ABCD) dont deux cotés
paralléles AB et C'D sont situés de part et d’autre d’une surface (32) chargée avec une
densité surfacique o. Ces deux cOtés sont séparés d’une distance  infiniment petite et

i — —
ont une longueur d¢ qui permet de poser AB = d/i, et CD = d/li,.

A1

Puisque E = —grad V, la circulation C de E le long de (I") est nulle :
C=

— P — — —
E(M)-OM:—% gradV-dOM:—f dV =0
(r)

() ()

C’est pourquoi :
— — — — — —
C=F -AB+E,-CD=0= (El-ﬂ’t—Eg-ﬂ't> d0=0= By — By =0

Ce résultat, associé a la relation (2) conduit a :

o — — g —
Eop —Erp = — Eopmi1g — E1p itz = — 712
€0 . o
Ey — E14 =0 Eyy iy — Eotiy =0
. — — g -
= lim (EQ — E1> = —nNi2 (3)
e—0 EO
Par exemple, une sphére dont la charge @ est répartie en sur-
face avec une densité o uniforme produit dans I’espace un 5
champ électrostatique : g D
67"
E(r) = ré.pourr > R

. 47T€QR3
E(r)y=0pourr < R

En un point K de la surface de la sphere, tel que :

= +\ =~ . _’_ Q — _i‘i
E(K )_TEIII-EI+E N 47T80R2 o= €0 er
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et E(K~)= lim E = 0, on vérifie aisément que :

—

par un disque chargé en surface, en un point M de son I’axe Oz : €

r—R~
- - _ o _
E(KY)-E(K )= —¢&,
€0
De méme, rappelons I’expression du champ électrostatique créé My

E() o <z z ) .
2)=— |- ———=—=] €
2¢0 \|z| VR?+22)

soit encore :
Bre B2 B0 = 2 (1- ¢
2 = 2) =LAz _250 TTTQ €z
— — — ag z
E,=EM)2E(z<0)=— 14+ ——x]é.
RS EE S0 = (T e ) ¢
Il s’ensuit que :

= = a 2|Z| . = = g
Ey—E =— (2-——=Z_ e =1 (E —E)—_—*z
2 ! 250( R2+32)e ZIHH%) 2 1 €

Modeéle continu

La notion de répartition surfacique de charge est un modéle qui est responsable de la
discontinuité apparente du champ électrique a la traversée d’une surface. En fait, les
charges sont réparties dans un petit volume d’épaisseur a tres faible, au voisinage de
la surface.

(1) B / ’ ds,

Soit (Xo) la surface fermée d’un parallélépipéde rectangle Py de section dS et
d’épaisseur a au voisinage d’une surface ou semble se produire une discontinuité du

champ électrique lim0 (E} — El) #£0. Le flux de E & travers la surface (%) d’un

parallélépipede rectangle P, de hauteur z vaut (lorsque z est assez petit pour négliger
ce flux a travers la surface latérale) :

=)

Soit p la densité de charge (supposée ici uniforme pour simplifier les calculs) a I’in-
térieur de P. La charge dq contenue dans le volume a d.S de P, vaut ¢ = padS'; la
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L . e 0 .
densité surfacique de charge est alors définie par : 0 = 24 _ pa. C’est pourquoi la

- ds
charge contenue dans P vaut :
Ogint = p X zdS = g x zdS
a
Le théoreme de Gauss s’écrit donc :

oqi _ _ z
op = It B () = By (0)— L x =

&0 €0 a

de sorte que :
lirr(l)El (z) = E2(0)

ce qui léve la discontinuité de E tout en interprétant le résultat :

= _ = - a
EQ(O) N2 — E1(a) *Nig = ;
0

3.1.4 Lois locales
Champ électrostatique

L existence d’un potentiel V dont dérive le champ électrostatique  conduit & :

—

E(M) = —grad V(M) = 1ot E = —1ot (gradV) = rotE=0

Soit (V) le volume circonscrit dans une surface fermée (%), contenant la charge gint.
Le théoréme de Gauss impose :

b5 = E(M) - dSy, = It

Il
&=
\@
\
/—\
=
=
=3
=
|

ou le théoreme de Green-Ostrogradski permet de poser :

E(M)-dSy = div E(P)drp
() v
= ///(V) [divE(P) - ”(;) drp

Puisque cette relation doit étre vérifiée pour tout volume (1), il s’ensuit que :

div E(P) = %3)

EXEMPLE

Considérons un cylindre de longueur « infinie », de rayon a, chargé uniformément en volume avec une
densité p. Un point M de I’espace étant repéré par ses coordonnées cylindriques r, 0 et z, on peut montrer,
a I’aide du théoreme de Gauss, que le champ électrique produit dans I’espace par cette distribution de charge
s’écrit :
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E‘('r<a):ﬂ

2e0

2
E(r>a):pa i

2eqr

Appliquons alors I’expression locale du théoreme de Gauss pour retrouver ce résultat, sachant que
E(M) = E,(r) &, compte tenu des symétries de la distribution de charge. En outre, E = O enr = 0 car
sur I’axe du cylindre passent de nombreux plans de symétrie orthogonaux entre eux.
— Pour r < a, la divergence d’une fonction de  seulement s’écrit, en coordonnées cylindriques :
pr pr’

. 1 d d
divE=-—(B)=L= S ey =" 5B =" + K
r dr €0 dr £0 2e0

ou K est une constante que I’on trouve aisément en choisissant = 0 = K = 0. Il s’ensuit que :

pr

E.(r<a)= o
0

— Pourr>a:

L 1 d K
divE=0= - — (rE,)=0=>rE, =Ky = B, = —>
r dr T

ou K> est une constante que I’on peut trouver par application de la relation de passage (3) a travers la
surface du cylindre, sur laquelle o = 0 (les charges sont réparties dans le volume du cylindre) :

[

AE===0(Carc=0) = lim E(r)= lim E(r)
€0 r—at T—a "
L K pe?
a 2e0 2e0
2
= E(r>a)= pa
2eqT

ce qui confirme I’expression obtenue par le théoréme intégral de Gauss.

Equation de Poisson

La loi locale de Gauss est a I’origine de I’équation de Poisson :

» — M
divE = L = div (~grad V) = £ = Av(m) = - M)
€0 €0 €0

La loi qui permet le calcul du potentiel crée par une distribution apparait ainsi comme
une forme intégrale de I’équation de Poisson :

On peut également démontrer le théoréme d’unicité :

Théoréme 6. Si I’on trouve une solution & I’équation de Poisson : AV (M) + P(M) =
€0
et si les valeurs limites de V' sont imposées (par exemple : lim V' (r) = 0), alors cette
T—00
solution est unique.

o
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EXEMPLE
Calculons le potentiel V' produit en tout point M de I’espace par une sphere de centre O, de rayon R,
portant une charge @ répartie uniformément en volume; sa densité volumique de charge sera donnée, en
tout M, par :

3Q
R) =
p(r < R) Py

{p(r>R):0 M

— Pour r > R, le Laplacien de la fonction V' (r) s’écrit :

2

AV = lmz_ﬁzo
r dr? €0
d(rv)

= a1 = rV =air+ b1

dr
by
= V(r>R)=a1+ —
T

ou aj et by sont des constantes. Puisque la distribution de charge est d’extension finie, nous pouvons
supposer nul le potentiel & I’infini (valeur limite de V' imposée) :

b
T@;OV(T):oéaFo;»V(mR):% )
— Pour r < R I’équation de Poisson fournit :
1 2
r dr2 €0 dmeg R3
d2(rv) 3Qr d(rV) 3Qr?
= = — = = — 6
dr2 dmeqR3 dr 8meg R3 +az ©)
Qr® Qr? b2
= V=- - by =V =— - =
" BreoR® 2T greoR® 12T
Le produit » x V peut étre calculé en r = 0, auquel cas :
Qr?
bo=0=>V=——"+—
2 8meg R3 +az
. - . d(rV . . .
Puisque AV est fini, la fonction (g ) est continue, ce qui se traduit par :
‘s
I d(rv) i d(rV)
r—~r- dr  r_R+ dr
soit encore, compte tenu des expressions (5) et (6) :
2 db
lim —%—Fag = lim =X =0=a2 = 3¢
r—R| 8megR3 r—R\ dr 8megR
2
3
= V(r<R)= Qr @

- 8megR3 8megR
tandis que la continuité de la fonction V() impose :

N2
lim V(r)= lim V(r) = lim (b—l) = lim ( Qr 3Q )
r—R+ r—R— r—R\ 7 r—R

8megR3 8megR
h_o G L, 0

R~ 4meoR 1 4meo

Q
= V(@ >R)= po—

=
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Vecteur densité de courant

Considérons un milieu conducteur de I’électricité, conte-
nant un seul type de porteur mobile de charge, de densité
volumique p.,, (P) en un point P et dont la vitesse en P vaut
U(P). Pendant une durée dt, la quantité de charge dq qui
traverse une surface dSp (de vecteur dSp) est aussi celle
contenue dans le volume 6V = hdSp d’un cylindre de
hauteur » = v(P) dt x cos « et de section de base dSp :

8q = pm(P) v(P)dt cosadSp = pp,(P)dt F(P) - dSp
Le courant 4 qui traverse d.Sp est alors défini par :

~ 0 &
bi = L= pn(P)U(P)- dSy

= di=j(P)-dSp

ou J(P) = pm(P)U(P) estle vecteur densité de courant au point P.

Si le milieu contient NV sortes de porteurs de charges (électrons, ions, ...), la charge
dq qui traverse d.Sp dépend de la densité volumique p,,,;(P) et de la vitesse o; de
chaque type de porteurs de charge mobiles :

—

N N
5¢ = Y pmi(P)dtT;(P)- dSp = 6i =Y pmi(P)5;(P) - dSp
=1 =1

N
= 6i=j(P)- dSp ol J(P) = 2 pmi(P)(P)

Par conséquent, dans un milieu globalement neutre, il ne peut circuler un courant
électrique que s’il existe plusieurs types de porteurs de charge mobiles. Par exemple :

- s’il n’existe qu’un seul type de porteur mobile de charge, 7 = p.. @ = 0 car
pm = 0 dans un milieu globalement neutre.

— s’il existe deux types de porteurs mobiles de charge, le vecteur densité de courant :
T= p1m U1 + p2m U2 peut étre non nul, méme si le milieu est globalement neutre

(Pm1 + pmz2 = 0).

Le courant total qui traverse une surface (3) est donné par I’in-
tégrale : a5,

iz//(z)j(P)- dSp iP)

Lorsque les charges ne se déplacent qu’en surface, on définit un courant surfacique ¢
qui traverse une longueur d¢ par sa densité surfacique j; :

i = (7 - @) x dl = j, x dloud L de  raa—
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Conservation de la charge

Considérons un volume V contenant une charge de
densité volumique p(M) en chaque point M, autour
duquel est défini un volume élémentaire dr,;. Ce
volume présente une surface () dont les vecteurs

élémentaires d.Sp sont dirigés vers I’extérieur de V.

L’orientation des vecteurs d.Sp indique que le courant ¢ qui traverse (X) correspond
a une sortie de charges dgq, pendant une durée dt :

0
S dt

= 7(P) - dSp
=)

Par conséquent la charge dg. qui entre dans (V) pendant dt vérifie :

6Qe o
= — P)-d
dt #Z)ﬂ ) SP

Le théoréme de Green-Ostrogradski permet alors de poser :

06e _ _ ﬂ div JIM) dra @)

La charge dq. est responsable de I’accroissement de la charge contenue dans V, qui

passe ainsi de ¢(t) = /// p(M,t)draraq(t + dt) = /// p(M,t+ dt)dras:
W) V)

dg = q(t+dt)—q(t) = ///(v) [p(M,t+ dt) — p(M,t)] drar = ///(v) % y drpr dt

Or, la conservation de la charge impose :

dg _ dqge Op(M) _7/// .
a A / / /(V) or 4= V) div JUM) dryy

o [ [0 -

Puisque cette équation doit étre vérifiée quel que soit le volume V, il s’ensuit que :

Ip(M)

div J(M) + 5

=0
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3.2 Magnétostatique

3.2.1 Calculs de champs magnétiques

Loi de Biot et Savart

Considérons une portion de circuit électrique (£) dont chaque
- 7 7 e N - -
point P est repéré par le vecteur O P, ou circule un courant d’in-

tensité i p. Un élément dOP crée en tout point M de I’espace d0P
un champ magnétique donné par la loi empirique de Biot et Sa-

vart : . Z
tp
ip  dOPAPM O,J—y
sB(M) = HO'P o

47 PM?3
Lo est la perméabilité du vide (1o = 47.1077 N - A™2).
Le champ magnétique produit en M par la totalité de (£) vaut alors :

ip dOP A PM
s _ Ko tp
B(M) = /(ﬁ) 47 PM3

EXEMPLE

Calculons, a I’aide de la loi de Biot et Savart, le champ magnétique produit en un point M de I’espace par un
fil F infiniment long. Soit P un point de F repéré, en coordonnées cylindriques, par le VECteUrO P = = €z.
En posant : PM=—z e, + r ey, laloi de Biot et Savart donne I’expression du champ §§(M) produit en
M par un élément dOP = dz €y

sB = Mol dzé&n(=zé&+ré)  pol $€9
A (r2+z2)3/2 A (T2+Z2)3/2
_ T o0 d
N B(M)=#Or€9/ I
4w “oo (12 + 22)3/2
ou:
oz _ rda
tana = — = dz—Cos2a N E(M):HOITEQ/K/Q rda cos®a
r2 A _xj2cos2a 13

22 412 =72 (1+tan2a): 3
cos? o

. T /2
= B(M)= Hoo €9/ cos ada
47r —n/2

. I
= BWM)= %ag

Remarque : Puisqu’un circuit parcouru par un courant électrique est toujours refermé
sur lui méme :

j dOP A PM
5 Mo tp
B(M):ff i T PM®
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Remarque :
Si I’on tient compte de I’épaisseur du fil dans lequel cir- d§P
cule le courant de densité j{ P), & travers la surface dSp : up
: - AP)
p = j_(P) . dSp
A N
ou : dOP
= —
dSp = dSpiup J(P)=j(P)up dOP = dOPip
en conséquence de quoi :
ipdOP = j(P)dSp x dOPip = j(P)drpip = J(P)drp ®)

en désignant par d7p = dSp dOP le volume élémentaire de conducteur. Par suite :

—
= P)NPM P) /\PM

Définition 1. Un plan (II,) est un plan de symétrie pour le courant électrique si le
vecteur densité de courant est symétrique par rapport a (I,) :

(I1,) plan de symétrie < V P’ = sym { P}, 7(P") = sym {7(P)}

Définition 2. Un plan (I1,) est un plan d’antisymétrie pour le courant électrique si le
vecteur densité de courant est antisymétrique par rapport a (I1,,) :

(II,) plan d’antisymétrie < V P’ = sym { P}, J(P’) = —sym {7(P)}
Théoréme 7. En tout point M d’un plan de symétrie (IL;), le champ magnétostatique

est perpendiculaire a (I1;) et en tout point M d’un plan d’antisymétrie (I1,), le champ
magnétostatique appartient a (I1,,) :

l_
5

{ VM e (IL,), B(M)
VM e (I,), B(M)

m
—~

=
S
~—

Théoreme d’Ampére

Soit un parcours fermé (T") décrit dans un sens qui impose une orientation 7 a la
surface (X) comprise a I’intérieur de (T").
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La circulation Cz du champ magnétostatique le long de (T") est proportionnelle & I’in-
tensité du courant algébrique qui traverse (%) :

. = —
CB:]{ )B(P)' dOP = o Iint = po (I1 — I)
(T

Attention : le théoréme d’Ampére n’est valable qu’en magnétostatique ; on se gardera
de I’appliquer sans précaution dans le cas des régimes variables dans le temps.

3.2.2 Structure du champ magnétostatique

Potentiel vecteur

Soit (C) un circuit (fermé) dans lequel circule un courant d’in-
tensité Ip en chacun de ses points P. Le champ magnétique que
produit ce circuit en chaque point M de I’espace dérive d’un po-
tentiel vecteur A(M) :

—
dOP
PM

B(M) = rot 1, A(M) avec A(M) = f ZJ I(P)
c4m

DEMONSTRATION .
L’expression précédente du potentiel vecteur A(M) conduit a :

—_— - j2%) — 1 —_
t v A(M) = — I trpr (| —— dOP
rot pr A(M) 47T7{CPYO M<PM )

ou rFEM indique que les dérivées partielles impliquées dans I’opérateur rotationnel sont relatives aux
coordonnées de M.
Or, pour tout produit d’un champ scalaire f et d’un champ vectoriel 4 :

1ot (fi) = frot@+grad f AT

d’ou il s’ensuit que :

— = 1o Ip — — —_— 1 —

t y A(M) = — t ps (dOP d —— | AdOP x I

rot pr A(M) 47#{(0) par ° M ) +erad ar (PM) P
=0

1

—_—
PM . .

—— | = ————, on obtient finalement :

PM PM3

—_
En remarquant que grad ps (

PM —
QM%Y(M) = #o —73/\dOP><Ip
47 ©) PM

—_—
Ho ?{ ;. dOP A PM
an ) ¢y’ PM?

Or, conformément a la loi de Biot et Savart, ce dernier terme désigne le champ magnétique créé en M par
(C), en conséquence de quoi :

rot ay A(M) = B(M)

Compte tenu de la relation (8) : Ip dOP = J(P)drp, le potentiel vecteur peut égale-
ment s’exprimer a partir de la densité de courant dans une distribution D :

aon - [[[ seqe) 5 ©)
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Théoréme 8. Un champ magnétostatique uniforme B peut dériver, en en chaque point
M de I’espace, d’un potentiel vecteur :

1 - —
A(M) = 5 BAOM
DEMONSTRATION
3
Soit B = Z = Bq €, I’expression d’un champ magnétostatique uniforme dans la base {€1}, €2, €3
a=1

3
servant & repérer la position de tout point M de I’espace euclidien : OM = Z ZTq €q. Le rotationnel du

a=1

produit vectoriel B A OM s*écrit :
rot (éAOM) = B divOM — OM div B+ (OM - V) B - (éﬁ’)OM

ou:

— 5]
divont = 9% 4 % 92
or Ody 0z
3
_, B, _,
divB = 0Bq = 0 (B est uniforme)
a=1 @
5.9)am =S 5 0 s p —8(*)—33*—5
(5:%)05 =352 %0 =5 5,3 2 eai) = Yo B -

N L. R, 1 o —
E(B/\OM):SBfB:QBﬁB:rR(5BAOM)

s

ce qui montre que A = = B A OM peut étre un potentiel vecteur du champ B.

N | =

Flux du champ magnétique

Le flux du champ magnétique a travers une surface fermée (X) qui circonscrit un
volume V est défini par :

b8 éﬂ B(M) - dSy
(2)

ou le théoreme de Green-Ostrogradski indique que :

bp = / / /V divp B(P)drp

avec . N
B =10t A = div B = div (rotA) —0= ¢5=0
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Cette relation montre que le champ magnétique est a flux conservatif : le flux du
champ entrant dans V est le méme, en valeur absolue, que celui du champ sortant de
V.

Théoréme 9. Les lignes de champ magnétiques se referment sur elles-méme.

DEMONSTRATION

Considérons une ligne de champ £z qui s’interrompt en un point B de I’espace. Il

existe alors une surface fermée (3) qui entoure B (surface aussi petite que souhaité)

traversée par un nombre de lignes de champ entrant différent de celui des lignes de B

champ sortant. Le flux de B atravers (%) ne peut donc pas étre nul, ce qui est impos- £, )
sible; il ne peut y avoir une ligne de champ qui s’interrompt a I’intérieur de (X).

Relation de passage du champ magnétique

Théoréme 10. Soit un plan (P) qui sépare deux milieux (1) et (2) dans lesquels
régnent les champs magnétostatiques B; et B, au voisinage immédiat de (P). Si
no désigne un vecteur unitaire normal localement a (P) et dirigé du milieu (1) vers
le milieu (2), la discontinuité du champ magnétique a la traversée de () dépend du
vecteur densité surfacique de courant 7, sur (P) :

By — By = o Js A fiq2

DEMONSTRATION

Considérons un plan (P) sur lequel circule un courant de densité surfacique 75. Il est possible d’orienter
des vecteurs unitaires €, €, et €, de maniére a ce que 75 = js €z, le triplet B{eé:, €y, €, } constituant
une base directe.

Le plan (P) sépare I’espace en deux demi-espaces notée (1) et (2) dans lesquels le champ magnétique

le B2x
vaut respectivement B; = | B1, | et Bo = | Bay | auvoisinage de (P). Enfin, on noteramo = €. le
Blz B22

vecteur unitaire localement normal a (P) dirigé de (1) vers (2).

— Soit T, un parcours rectangulaire (C DEF) tel que CD = Ly &, EF = —Ly &, DE = FC' = ¢ < 1,
les cotés C'D et E'F étant situés de part et d’autre de (P).

B,
F / B €,
T
P) (2)) G e §>~*
Js

B,
LL/
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La circulation du champ magnétique le long de I",, vaut :
,\ — - - g — —
Cy = B-dl=B1-CD+ By - EF = (B1y — Bay) Ly
Fy
Or, si Iim = js X Ly désigne le courant qui traverse la surface circonscrite par I'y, le théoréme
d’Ampére impose :
Cy = po lint = B1y — B2y = po js (10)

— Considérons, de méme, le parcours rectangulaire Ty, = (MNOP) tel que MN = Ly €,

—

PQ =—Lyéz, PN =QM = e < 1, dont les cotés M N et PQ sont situés de part et d’autre de

(P).
B,
Q / P e,
P 2) € 7 r, ([X)_a

N N
M \Fl

L,

La circulation du champ magnétique le long de I';; vaut :

A — - — _— — —
C.= B.dl'= By -MN + By - PQ = (Biz — Bas) Lz
F(I?
Or, la surface circonscrite dans I, étant traversée par un courant nul (75 L &), le théoréme d’ Ampére
s’écrit :
CZZO:>Blz_BQEZO (11)
— Soit (X) la surface d’un parallélépipéde rectangle d’épaisseur e infiniment petite, dont deux faces
paralléles se trouvent de part et d’autre de (P).

s,

ds|
Le flux du champ magnétique a travers () vaut alors :

ép = é-dgzgl-d§1+§2-d§2
(=)
En notant d.S la surface de base du parallélépipede rectangle, il vient :

dS; = —dse. . _
B = 6p = dSx (By-& — Br-2.) = dS x (Ba: — Bi2)
dSy = dSe,
mais puisque B est a flux conservatif :
¢B:0:>BQZ_B12:O (12)
En conclusion, le champ magnétique subit une discontinuité a la traversée de (P), telle que :
AEE 52 - El (BQx - Bla:) gz + (BQy - Bly) gy + (BZz - Blz) 82
— —
=0 =0
= —HO js gy = 7#0]‘5 é‘z N gz = —Ho éz A (]s gz)

= —pof12AJs = Ba— B = poJs Afr2
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3.3 Conducteurs en équilibre électrostatique

3.3.1 Lesconducteurs
Condition d’équilibre

Dans un conducteur, les charges se répartissent en deux groupes : les charges mobiles,
libres de se déplacer et les charges liées qui ne peuvent se déplacer parce qu’elle sont
liées a la structure du conducteur. La densité volumique de charge en chaque point M
vaut ainsi :

p(M) = ppm, (M) + piiges(M)

La neutralité électrique d’un conducteur n’implique pas nécessairement I’absence de
charge mobile :

p(M)=0% pu(M) =0
Par exemple, la densité de courant dans un conducteur vaut :
j(M) = Pm Um + Plices Dlices = Prm U CAI Vijges = 0

ce qui justifie qu’un courant électrique peut circuler dans un conducteur
(G = pm U # 0) en dépit de sa neutralité électrique (p(M) = 0).

L’équilibre du conducteur impose cependant I’immobilité de toutes les charges, ce
qui n’est possible qu’a condition que le champ électrique soit nul dans le conducteur

(sans quoi les charges mobiles seraient accelérées) : Eine = 0 . I s’ensuit que :
divEp=0= p(M)=0

ce qui confirme la neutralité électrique globale d’un conducteur en équilibre élec-
trique.
En outre, I’absence de charge dans le volume du conducteur rejette les éventuelles
charges a la surface du conducteur. Quant au potentiel Vi & I’intérieur du conducteur,
il vérifie :

N R — —

Eint = —grad Vine = 0 = Vjnt = cte
La continuité du potentiel a la surface d’un conducteur impose alors : Viyrface = Cte, Ce
qui signifie encore que le conducteur en équilibre constitue un volume équipotentiel.
Enfin, puisque les lignes de champ sont perpendiculaires aux surfaces équipotentielles,
le champ électrique a I’extérieur d’un conducteur est perpendiculaire & la surface du
conducteur en son voisinage.

APPLICATION
Déterminons la charge @ portée par un conducteur sphérique plein, de rayon R, placé au potentiel V.

Pour cela, il suffit de se rappeler que les charges se répartissent en surface,
avec une densité o que nous supposerons uniforme. C’est pourquoi le poten-
tiel créé en O par cette distribution vaut : M

odS 1
fr— = = d
Yo =V(0) //(é) 4dmeg R 4meg R //(2) ods VO’
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La charge @ vérifie donc :
Vo = Q
dregR

Ce résultat peut étre confirmé par le théoréme de Gauss qui permet d’exprimer le champ électrique Fext a

= Q =4megR V)

I"extérieur de la boule : Eext(r) = &, En supposant nul le potentiel & I’infini, I’expression de Ee

4meqgr?
fournit : qv
Bt = —gradV=——¢&-=V(r>R)= Q
dr Amegr

Notamment, en » = R, la continuité du potentiel impose :

Q
4dregR

Vo = liH}?V('I‘) = = Q =4negRVp
T— It

Théoréme de Coulomb

Théoreme 11. Soit un point M situé a la surface d’un conducteur en équilibre élec-
trique, ou se trouvent des charges de densité surfacique o (M) et soit 7712 un vecteur
unitaire normal a la surface et dirigé vers I’extérieur du conducteur. Le champ élec-
trique en situé au voisinage de M a I’extérieur du conducteur vaut :

— xt
7l
B — o(M) (2) 12] M extérieur
ext = ni2 N et
&0 (1) V{ conducteur
int

DEMONSTRATION

E,

A Pintérieur d’un conducteur en équilibre électrique, le champ électrique En est nul ainsi que la den-
sité volumique de charge (les charges sont donc réparties exclusivement & la surface du conducteur). Au
voisinage du point M, la relation de passage (3) suggeére que :

(M) ﬁlZ = E_’ext(M) _ U(M)
€0 €0

12

- - o
Eet — Eint =
~~

=0

Cavité dans un conducteur

Théoréeme 12. Le champ électrique a I’intérieur d’une cavité vide située dans un
conducteur est nul.

DEMONSTRATION

Soient M et N deux points quelconques situés sur la surface intérieure
Sint de la cavité. L’absence de charge dans la cavité interdit I’existence
d’un extremum pour le potentiel V7, quel que soit le déplacement choisi
entre M et N. Or, M et N étant au méme potentiel, cela signifie aussi que
tous les points de la cavités sont au méme potentiel ; le champ :

Scxt

— R —
Eint = —grad Vit
N
est donc nul dans la cavité.

Théoréme 13. Les charges se répartissent sur la surface externe Seq du conducteur.
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DEMONSTRATION

Si des charges devaient exister a I’intérieur du conducteur, elles se répartiraient nécessairement sur la surface
Sint de la cavité (elles ne peuvent se trouver dans la partie conductrice et, par hypothese, la cavité est vide de

_lo
€0
a I’intérieur de la cavité, laquelle est nulle conformément au théoréme précédent. Par conséquent, || = 0
montre que méme la surface Sjn; ne peut contenir de charge.

charge). Mais dans ce cas, le théoréme de Coulomb prévoit I’existence d’un champ de norme HE"“

Capacité d’un conducteur

Définition 3. Soit un conducteur portant une charge (Q et placé au potentiel V. La
capacité C' de ce conducteur est définie par le rapport :

La capacité d’un conducteur ne dépend que de sa géométrie.

EXEMPLE
Une boule métallique de rayon R portée au potentiel V{, contient la charge M
Q = 4meg R V}. Sa capacité vaut donc :

Vi
C = Q =4rmegR U{ v:\IZ\
Vo

Effet de pointe

La charge d’une boule métalligue de rayon R portée au potentiel V' valant
Q@ = 4mweg RV, sa densité surfacique de charge s’écrit :

_4meoRV

T TRz R

Le théoreme de Coulomb prévoit donc qu’au voisinage immédiat de la surface de la
boule régne un champ électrique de norme :

Considérons maintenant une pointe métallique dont les extrémités sont assimilées a
deux boules de rayon Ry et Ry < Ro :
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Les deux extrémités sphériques de la pointe métallique étant au méme potentiel, il
s’ensuit que :

R
V=ExR=cte= ER = B3Ry = Ey = Ey x R—2>>E2
1
Cet inégalité interpréte la formation préférentielle des éclairs aux voisinage d’objets
pointus.

Images électriques

Théoreme 14. Soit un conducteur parfait en équilibre électrique avec une charge ¢
dans I’espace, la surface 3 du conducteur se trouvant au potentiel V. Du point de
vue du champ électrique et du potentiel en dehors du conducteur, cette configuration
équivaut a celle que produirait une distribution de charge (D) avec ¢, a condition que
Y soit la méme surface équipotentelle de valeur V.

Qe équivaut a :

CONDUCTEUR

EXEMPLE
Déterminons comment les charges se répartissent a la surface (II) d’un conducteur de potentiel nul, &
I’approche d’une charge ponctuelle g & la distance a du conducteur plan infini. Pour cela, nous supposerons
que I’ensemble {conducteur + charge q} équivaut a deux charges q et ¢’ qui produisent, sur le plan II, un
potentiel nul.

i
M
3.0 4
q ) a q
(H);j
1. Recherche des caractéristiques de q’ :
Quel que soit le point M de IT, le potentiel V(M) doit &tre nul, avec :
q q / BM
4 VIM)= —+ —=0=q¢ = —qgx — 13
meo VM) = 307 Bar =T A (13)

Quant au champ électrique produit par g et ¢’ en tout point M de IT :
1 <qm q BM)

E(M) = b
(M) ane B

dmeg
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il doit étre perpendiculaire a IT en tout point M conformément au théoréme de Coulomb :

AM - ¢ BM - ¢,
_ . - €er , - €er
EM)-e =0= =0
(M) - & T T s
c’est-a-dire, en tenant compte de I’équation (13) :
qr q'r q BM 1 1 1 1
=0 = —gX — X =0= =—X
A T BB ane 17 A BB AM3 ~ AM " BM?
I —
= AMQ:BM2:>AM:BM:>{ g:a q
2. Calcul de E(M) :
Compte tenu de ce qui précéde :
AM BM —
By = 2 S =1 (ﬁ/[ + MB)
dmeg AM3  4meqg BM3  4mweg AM3
N———
A—B):72a €
= — 4 (&)
dmeg (a2 + 22)%/
= —qa -
= FM)=——"—""—¢
2meg (a2 + 22)3/2 -
3. Le théoréme de Coulomb conduit alors a :
_ M)Eé,
Bon = T0E S o =1
€0 o (a2 + 22)%/

On peut en déduire la charge totale portée par la surface du conducteur :

—qa
Qoond = // O'MdS:/] ———— x rdrdf
‘con (m ( ) ) 2 (a2+z2)3/2

1 oo

—qa X |:—7:| = Qeond = —q
\4 a? + 2 r=0

3.3.2 Condensateurs

Définition 4. Deux surfaces conductrices sont en influence totale si toutes les lignes
de champ qui partent de I’'une arrivent a I’autre.

Théoréme 15. Deux surfaces conductrices en influence totale portent les mémes
charges, mais de signe oppose.

DEMONSTRATION

Considérons une surface (X) entourant complétement toutes les
lignes de champ entre les conducteurs C; et C2 en influence to-
tale et passant a I’intérieur de C; et Ca.

On note Q1 et Q2 les charges portées par Cy et Co (en surface).
Leflux ¢ g du champ électrique a travers (X) vérifie le théoreme | I
de Gauss : f ]
. _ G @ o3 PG
op = E-df=0= 1" —o 1 —
(®) €0 i f
= Q1+Q2=0= Q2=-@1 \/

Par conséquent, pour étre en influence totale, il suffit d’une des surfaces entoure com-
plétement I’autre. Dans ce cas, les charges @, et QQo; portées par les deux surfaces S;
et S,; en influence totale vérifient :
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Q2+ Q1 =0

Ce résultat est une conséquence directe du théoréme de
Gauss : si I’on calcule le flux du champ électrique & travers
une surface 3 entiérement comprise a I’intérieur du conduc- [
teur externe, le résultat doit étre nul puisque le champ elec- |/
trique est nul dans un conducteur parfait : ’

¢E§ﬂﬁ-d§=00ar5:6

Ainsi, la charge gine comprise a I’intérieur de X (nécessairement limitée aux charges
Q1 et Qo; des deux surfaces en influence) est nulle :

git=0=> Q1+ Q2 =0

Définition 5. Un condensateur est un ensemble de deux conducteurs en influence to-
tale.

Les charges @, et Qo; des surfaces en influence totale, portées aux potentiels respec-
tifs V; et V5, sont proportionnelles a la différence de potentiel entre les deux armatures
en influence :

Qi=Cx(Vi=Va) ouQ =Cx (Vo —Vp)

ou C est la capacité du condensateur.
Attention : les seules charges qui interviennent dans la définition de C' sont celles
portées par I’une des deux surfaces en influence totale (ce qui exclut Q- par exemple).

Calcul d’une capacité

Pour déterminer la capacité C d’un condensateur, une premiére méthode consiste a
opérer en trois temps : détermination du champ électrique E(M) entre les arma-

tures a I’aide du théoréeme de Gauss, calcul de la différence de potentiel entre les
@

deux armatures : Vi — V5 :/ E(M)- dm, puis utilisation de la définition :
(1)

Q
C= )
Vi—V,
l—Vl
G S, Q, o /
ZB l . )
(TIN5 Y ——
N s
‘ 9@ 45y,
| | Vs
“ S, -0 o
.0 ) )
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1. Soit X une surface parallélépipédique dont une des faces est contenue dans I’arma-
ture métallique plane C; portée au potentiel V. En supposant les armatures métal-
liques suffisamment grandes, le champ électrique ne dépend que de la coordonnée
= et est colinéaire au vecteur unitaire &, : E(M) = E(z)&.. En chaque point M
de la base de X peut étre définie une surface élémentaire dSy = —dSé,, desorte
que:

br éﬂEE(M) - dSy = // (B(2) 2] [~dS&] = —B(2) x 5

La charge gin; contenue a I’intérieur de 3 s’exprime aisément a I’aide de la densité
surfacique de charge portée par I’armature C;, de surface S et de charge Q :

gint =08 = % X' s
Le théoréme de Gauss impose alors :
Gint Qs Q
OE = = (2) x s 05 = F(z) 5
5 Q
= EM)=-—.¢, 14
(M) =~ 5 (14)

2. L’expression de E(M) conduit au calcul de la différence de potentiel Vi — V4
entre les armatures ; soient A et B deux points situés sur les armatures, portés par
conséquent aux potentiels respectifs Vg = By et V4 = V5 :

Vb B__, — B, —
Vi-Vy = VB—VA:/ dV:/ gradV'dOM:—/ E(M)- dOM
Va A A
B z
Q . = @ /B Q
— Vo = —¢,-dOM = — dz = — —
= W 2 p 8056 0] 205 g z EoS(ZB ZA)
_ Qe
= W ‘/2_805

3. La définition de la capacité C' du condensateur conduit a :

Q S

C:VI—‘/Q:> CZEOE

Une deuxiéme méthode consiste & résoudre, dans un premier temps, I’équation de
Poisson afin de trouver la différence de potentiel AV entre les armatures du condensa-

@1

teur puis a utiliser la définition de la capacité : C = . lllustrons cette méthode

1 2
sur I’exemple d’un condensateur composé de deux sphéres concentriques en influence
totale, de rayons R; et R, contenant les charges respectives Q1 et Qo, portées aux
potentiels respectifs V; et V5.



28 CHAPITRE 3. ELECTROMAGNETISME

V1’<

AR

En coordonnées sphériques, le Laplacien de la fonction V' s’écrit :
1 0 ov 1 0 ov 1 0V
AV = = — (22— ——  Z (ging 22 - 77
v r2 Or <7 87“) * r2sind 06 (sm 69) * r2sin? 9 0>

Or, puisque V' ne dépend que de r et puisque p = 0 en dehors des armatures du
condensateur (r > R; etr # Rs), I’équation de Laplace devient :

1
AV =0 = d(r2 dv>:0:>r2dvzoz

rZ dr dr dr
dVv o «
dr 72 r +5

ol « et 3 sont des constantes accessibles & partir des conditions aux limites qu’il
faut alors expliciter (attention : on ne pourra par utiliser le calcul de » x V enr =0,
car I’équation de Laplace est utilisée en dehors des armatures). La continuité de la
fonction V' a la traversée des surfaces des armatures permet de poser :

L d .
E=—gradV = - (—9+5) & =——é = lim E=——¢
r r R

r—Ry 1

lim E = Ne = @
r—R;} €0 dmeo Ry
Lo _ @ _ @
Ry A4meoR; dmeg
1 1 —
VY= Q (1 1\ _ @ R—-HR
47’1’60 R1 RQ 471'60 R1R2
Ainsi, la capacité de ce condensateur vaut :
1 Ry Ry
C =4
Vi-Va PRy R
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Energie emmagasinée

Un ensemble de N charges ¢; réparties en des points M; possede une énergie poten-
N

tielle électrostatique &£, = 3 Z q; V (M;). Cette relation peut étre étendue au cas ou

=1
les charges se répartissent de maniére continue a I’intérieur d’un condensateur C, dont

I’énergie potentielle vaut alors :
/ / / V(M) dry

ou la densité volumique de charge p(M) vérifie la loi locale de Gauss :

p(M) =gy divE = &, = 5///50V(M) div E(M) dry
C

Cette intégrale peut &tre étendue a tout I’espace £, a condition de poser p(0) = 0 en
tout point M extérieur au condensateur :

_ % / / /( oV div B(M) dras

. o N . = oo . —'_ 2 s 1s = 2
dlv(VE)—levE+gradV-E—Vd1vE EFr=VdivE=div|(VE)+FE

Etant donné que :

il s’ensuit que :

5p:?{///gdiv(VE> dTM+//gE2dTM}

Or, le théoréme de Green-Ostrogradski indique que :

/ / /g div (VE) dray = ﬂzmvﬁ- a5

ol ¥ désigne une surface suffisamment grande pour englober tout I’espace &, c’est-
a-dire telle que V' y soit partout nul. C’est pourquoi :

& = // %0 E2(M)dry
E

ce qui montre que I’on peut définir une densité volumique d’énergie électrostatique

par :
E2
up(M)= fo~ ) :>5—/// M) dryy
espace
EXEMPLE

Considérons un condensateur plan, d’épaisseur e, de surface S et portant la charge Q. Le champ électrique
créé par cette distribution de charge est donné par I’expression (14) a I’intérieur du condensateur C et est
nul a I’extérieur :
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E(M):Eim:—ié’z pour M € C Ig
EOS z
E(M) = Eeq = 0pour M ¢ C eI

L’énergie électrostatique des charges contenues dans le condensateur vaut alors :

£ = /// 20 B2(M) dry
espace 2
I e I 2 e
Mec 2 Mgc 2
€0 42 €0 2
?Eint/// dT]W:EEintXV
Mec

ou V = eS désigne le volume du condensateur. C’est pourquoi :

2
S:E—OX 2Q
2 552

1 e
xeS==-Q?x —
2Q €0S

. . B . e 605
soit encore, en reconnaissant I’expression de la capacité C = —— du condensateur :
e

2
e= &
2C

3.4 Equations de Maxwell

3.4.1 Equation de propagation
Propagation unidimensionnelle

On cherche les solutions de I’équation de propagation (ou équation de d’Alem-
bert) :

1 0%y
_gﬁ_oave0c>0etw—w(w,t) (15)

Lafonction ¢(x,t) = f(z — ct) + g(z + ct) , ou f et g sont des fonctions réguliéres
et dérivables au moins deux fois, est une solution de I’équation.

DEMONSTRATION
Soit f(z — ct) = f(u) avec u = u(z,t) = z — ct, telle que :
of _df ou _ df _ 0*f _ 4% ou _ df
8z du d9r du 8z2  du? Oz  du?

t:
) af _ df du df  82f A2f of o d2f

ot du ot Cdu 02 Cdu2 ot du?
On remarque immédiatement que :
0%f 1 9%f 9*f 1 O%f

—_— = = =
ox2 2 Ot? ozx2 2 Ot?
R 9%g 1 0%g . e .
On montre, de méme, que 2 2 a2 = 0 de sorte que ¢» = f + g est solution de I’équation :
X C

92 1 92
b w_o

82 2 o2
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c’est-a-dire I’équation de propagation.

La fonction f(x — ct) représente la propagation de I’élongation f avec une vitesse
U = cé,. En effet, cette propagation est assurée lorsque f(z,t) = f(z + dz,t + dt),

x.
aVECU:E.
flx+ dz,t+ dt) = f(z,1) / —€,
= zt+dr—ct+dt)=x—ct N—
= dr=cdt=v=c /(t) /Hdt
T zrdz ¢

De méme, la fonction g(x + ct) désigne la propagation de I’élongation ¢ dans le sens
de —¢&,, a la vitesse c :

glz,t) = gz + dz,t+ dt) lorsque de = vdt
= z+4+c=x+dr+ct+cdt= dr=—cdt=v=—c
= U=-—cé,

La fonction f(x — ct) est caractéristique d’une onde progressive tandis qu’une onde
régressive est caractérisée par la fonction d’onde ¢ (x,t) = g(z + ct).

Onde sinusoidale
Une onde sinsusoidale est une onde dont la fonction f(u) est sinusoidale :
fw) =g cos(ku + ¢p)

ol k et ¢o sont des constantes. Cette onde est de surcroit progressive lorsque
u(x,t) = x — ct. Dans ce cas :

P(z,t) = f(z — ct) = 1o cos(kx — ket + ¢o)
On peut également définir la phase ¢(z, t) de I’onde par :
Y(x,t) =1y cos@p ol ¢ = ¢(x,t) = kx — ket + ¢q
L’onde est périodique dans le temps, de période 7", ce qui signifie aussi que :

Y(x,t) =Yz, t+T) = oz, t)=¢(x,t+T)+2n
= kx — ket + ¢pg = kx — ket — kcT + 27 + ¢

2
= kCT=27T:>kC=%=27Tf

ouf = T désigne la fréquence de I’onde. On définit alors la pulsation w de I’onde
sinusoidale par :

w=kc=2rf= ¢(x,t) =kx —wt+ ¢g = ¥(x,t) = 1o cos ¢
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Quant a la longueur d’onde X du signal, elle rend compte de la périodicité spatiale de
la fonction d’onde ¢ (z, ) :
V(e +Nt) =y(x,t) = ola+ \t)=o¢(x,t)+ 27
= kr+4+kXA—wt+ oo =kr —wt+ ¢g + 27
27

Remarque : L’onde peut également &tre régressive, auquel cas sa fonction d’onde
s’écrit :

W(a,1) = o cos 0 ¢ = p(a,1) = k +wt + o

Definition 6. On appelle vitesse de phase la vitesse v, a laquelle se propage la phase
¢ de I’onde.

De ce qui précede il ressort que la vitesse de phase est donnée par la relation :

I

w
'U¢ E

Onde plane

Considérons maintenant une onde progressive a trois dimensions, dont la phase en un
point M (z,y, z) a I’instant ¢, se met sous la forme :

O(M,t) =kpr+kyy+k,z—wt

K

Il existe alors un vecteur k = | k, |, appelé vecteur d’onde, permettant de définir la
k.

phase d’une onde plane progressive :

S(M,t) = k- OM — wt = (M, ) = ()

La fonction d’onde ¢ vérifie I’équation de Lagrange :

1 9%y 2 w?

_ 2 2 2 W 2 _
Az/)—c—z e _0:>k$+ky+kz——62 =0=k" = 2
ce qui montre que sa vitesse de phase vaut :
w
=— 16
U¢ k ( )

Définition 7. Une surface d’onde est un ensemble continu de points M qui ont la
méme phase ¢(M, t) a toute date ¢.

D’aprés cette définition, deux points M et N appartiennent a la méme surface d’onde
Si :
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(M, t) = ¢(N,t) = k-OM —wt=Fk ON —wt
o5 — ——— -
= k-NM=0=NM Lk

ce qui signifie aussi que les surfaces d’onde sont des plans
perpendiculaires a k (puisque & est un vecteur uniforme et

constant, ces ondes sont appelées ondes planes). © (t+dt)
Soit ¥y = vy U, avec ||@]| = 1, le vecteur vitesse de propagation d’une surface d’onde

(c’est aussi la vitesse de propagation de la phase) qui occupe la position (S) a la date
t et la position (S’) a la date t + dt. Les points M € (S) et M’ € (S’) se trouvent
alors aux phases :

- — -
d(M,t)=k-OM —wtetp(M',t+ dt) =k-OM' —w (t + dt)
Puisque la méme phase s’est propagée de M a M’ pendant dt, c’est-a-dire avec la
_—
. L MM o,
vitesse ¥, = ST il s’ensuit que :
N . ,
OM' —w(t+ dt)=k-OM — wt
. .
MM =wdt = k- Uydt =wdt

G(M' t+ dt) = ¢(M,t) = k
= k
> kfy=w=k dxvy=w

soit encore, en tenant compte de la relation (16) :

—

k:-a':k::>k><cos<l_f’,ﬁ>:k:COS(E,U):O:EHﬁ

Il faut donc retenir que :
— une onde plane progressive est décrite par la une fonction d’onde :

W(M,t) = () ot (M, 1) = k - OM — wt

— le vecteur d’onde & (de norme k = 2%) est dirigé dans le sens de propagation @
de I’onde (ou de propagation de la phase ¢(M,t), ce qui revient au méme) ;

— la vitesse de propagation v, de la phase, encore appelee vitesse de phase, est
définie par : v, = = ;
les surfaces d’onde sont perpendiculaires au vecteur d’onde k;
une onde plane régressive est décrite par une fonction d’onde :

WM, 1) = 6(p) ol (M, 1) = k- OM + wt

une onde plane progressive harmonique (O.P.P.H.) (ou onde plane progressive
monochromatique : O.P.P.M.) est une onde plane progressive sinusoidale, de fonc-
tion d’onde :

(M, 1) = by cos(k - OM — wt)

lorsque I’onde plane se déplace dans la direction d’un vecteur de base €, associé
a la coordonnée z, I’O.P.P.H. a pour équation simplifiée :

WY(M,t) =g cos(kzy — wt)
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Ondes sphériques

) - L . 192 .
En coordonnées sphériques, I’équation de propagation A — = a—tg} = (0 devient :

1 2(ry) 19 (Sm 93¢> 1 % 10%

- I S s
r Or? r2 sinf 00 00 r2 sin?0 9p2 2 Ot2
Notamment, si I’on cherche les solutions ¢ = ¢ (r, t) qui ne dépendent que de r et ¢,
cette équation se simplifie :
1 02 162 O*’F 1 0°F
R i i
r Or? c? ot? or2 2 ot?
Cette équation de d’Alembert ressemblant a I’équation de propagation unidimension-
nelle, les solutions ont également la méme forme mathématique :

=0o0uF(r,t) =r x¥(rt)

F(r,t)=f(r—ct)+ g(r+ct) = ¥(r,t) = %f(r—ct) + %g(quct)

et la vitesse de phase Vérifie aussi : vy = c.

3.4.2 Equations de Maxwell
Les équations de I’électrostatique et de la magnétostatique sont :
p(M)

€0
E(M) = —grad 3, V(M) = 1ot ,y E(M) =0
)

théoréme de Gauss : div E(M) =

théoréme d’Ampére : rot mMB(M) = po M
B(M) = 1ot y A(M) = div B(M) =0
Jauge de Coulomb : divy; A(M) =0

Ip(M)
ot

conservation de la charge : div 7(M) + =0

En régime variable certaines de ces équations sont remplacées les équations de Max-
well :

o o ma s p(M)
équation de Maxwell-Gauss : divy; E(M) = .
0
- OE(M
équation de Maxwell-Ampere : rot mMB(M) = po Jaur + progo 8(t )
: - dB(M
équation de Maxwell-Faraday : rot MEM)=— a(t )

flux de B : divy, B(M) =0
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On remarque que les équations de Maxwell permettent de retrouver les équations des
champs électrostatiques et magnétostatiques en régime stationnaire.
Certaines équations de Maxwell ont des expressions intégrales :

— Le théoréeme de Green-Ostrogradski donne a
I’équation de Maxwell-Gauss son expression in-
tégrale :

I

¢E E(M)d§A[=// diVEpdTp
(=) W)

I, o= o=

— et justifie que le champ magnétique est a flux conservatif :

¢>B£ﬂ(2)§(1\4). dSy = ///(V) div B(P)drp = 0= ¢ =0

— De méme, le théoréme de Stokes-Ampére montre qu’en électromagnétisme, la cir-
culation du champ électrique le long d’un parcours fermé n’est pas nécessairement
nulle :

Cp = E(M)-d(‘)?\?:// Tt B(P) - dSp
(m) )
B(] .
_ // _9BP) 4G, 202 Cp£0
. ﬁ 4S5, =dSyx it
Ol—vy
T

M qom
— Quant au théoréme d’ Ampére sous sa forme intégrale :
R - —_—
CB: B(M) 'OM:/J,()Iim
T)

il n’est valable qu’en magnétostatique mais pas lorsque les champs varient dans le
temps car, d’une maniére générale :

Cp = jf E(M)~d§M:// rot B(P) - dSp
(r) (=)
OE(P) _
()

- dSp

po JUP) + pogo

Il g

OE(P) -
= polint + Ho€o // (P) -dSp




36 CHAPITRE 3. ELECTROMAGNETISME

De I’équation de Maxwell-Ampére se déduit I’équation de conservation de charge :
_ OF - d _
rot B = po 7+ pioco S = div (r_oé B) — 0= o [divj+ f0 55 <divE>]
avec :
- ~ )
divE=L = cpdivE=p= divi+ L =0
€0 ot
3.4.3 Les potentiels

Régimes stationnaires et variables

— De I’équation de Maxwell : div B(M) = 0 on déduit qu’il existe un potentiel
vecteur A(M, t) dont dérive le champ magnétique :

JA(M,t),/B(M,t) = rot A(M, t)

— Quant a I’équation de Maxwell-Faraday, elle indique que :

ot By = —IBMED S o) = —ror | 2AULY)
ot ot
- A(M -
= ot E(M,t)+u =0
ot
ce qui montre I’existence d’un potentiel scalaire V (M, t) :
DA(M, 1)

- —_—
3V E(M, 1) = —grad V(M. 1) - —

En régime stationnaire, on retrouve les définitions du potentiel vecteur A(M) et du
potentiel scalaire V(M) :

E(M) = —grad V(M) et B(M) = tot A(M)
Condition de Jauge

— En régime stationnaire, les potentiels vérifiant les deux équations précédentes ne
sont pas uniques. Pour que des couples (Vl, /Tl) et (VQ, /Yg) vérifient les mémes

équations 5(M) = rot A(M) et E(M) = —grad V (M), il suffit qu’il existe une
constante K et un champ scalaire (/) tels que :

Va(M) = V4(M) + K et (M) = Ay (M) + grad (M)
La condition de Jauge de Lorentz consiste a poser :

Ap =0= divA; (M) = 0et div Ay (M) =0
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— En régime variable, les champs électriques et magnétiques peuvent dériver de

couples de potentiels (ffl, Vl) et (ffg, V2) différents assurant pourtant les re-
lations :
L — Y- .
E=—gradV— ~-etB=rot A
ot
Notamment, les potentiels vecteurs A et A, a I’origine du champ magnétique
vérifient :

—

Bzﬁ/ﬁzrﬁ/ﬂ:r—o‘g (A’Q—Aﬁ:l) :6
ce qui montre qu’il existe au moins un champ scalaire ¢ tel que :
- — —_—

A2 = A1 + grad<p

Quant au champ électrique, il peut dériver des potentiels scalaires V; et V5 a condi-
tion que :

= — 94 — A

E = fgradvlfa—tl:fgrad‘/gfa—;

. 9 /- - .

= grad(ngvl)Jra(Angl):O
- gad (vt ) <0= =vi- %

Une infinité de fonctions scalaires fournissent donc les mémes champs (57 E).

Pour limiter ce nombre, on impose la condition de jauge de Lorentz au champ
scalaire ¢ :

_ 19 _

c? ot?

D’une part cette condition de jauge est compatible avec la condition de jauge de
la magnétostatique : Ay = 0 et d’autre part elle fournit :

/ngffl —Q—gr?)lgo divffgzdivffl—f—Ago
= div[l'2+cigaa‘f divE1+;(9a‘?+<A¢;%?§>
= div[l#céaa—‘t/:cte

Plus précisément, cette condition sera compatible avec la magnétostatique
(div A = 0) si I’on pose :
1oV

o b OV
div —|—02 5 0
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Equation de Poisson
Les champs et potentiels étant liés par les relations :

- L — A
:E)%AetE:—gradV—aa—t

OF
I’équation de Maxwell-Ampére : rot B = 0] + devient :

2 ot
— [ o L1 0 — %A
rot (rotA) = poJ+ = ( 8tgr erad V — 8752)
— 1oV 1 9?4
= grad (le A) AA = o7 — grad <c2 5 ) pERvT
. 1 94 L — (. - 10V
Quant a I’équation de Maxwell-Gauss, elle conduit a :
=P
divEk = —
€0 .= AV—Q(de) L
— —_— 3A 5' €0
E=—gradV —

ot

= AV 4+ % (div/f) __r

Ce faisant, la condition de jauge de Lorentz simplifie ces équations :

Ag_ L 9?24 .
10V T 2o Mo
divA+ - = = e Gl 17
VAt E g =07 L. a9
c? 81&2 - o
d’ou découle I’équation de Poisson en régime permanent :
82

Potentiels retardés

En régime stationnaire I’expression du potentiel découle de la résolution de I’équation

de Poisson :
P)d
AV=-L o vu /// v (18)
€0 V) 47‘&'60 r

De méme, en régime stationnaire, le potentiel vecteur est solution de I’équation :
3

3
AA = _,UO.T:> Z AA(X €a = —Ho Zja €a

a=1
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ce qui signifie aussi que les composantes A,, et j, des vecteurs Aet 7sont liés par
I’équation :

AAOé = —Ho ja
Par analogie avec I’équation (18), on peut alors poser :

AAa — 7#0](1 :> A /// H“O]O/ dTP
4mr

= AM) / / / Ko JUP) d7p
(V) 4 T

Dans le vide, les équation (17) :

o 10924 1 0%V ip)
AA— S == =0t AV — = — = J
2 o Oet AV 2 02 0 / M
O e

montrent que les potentiels V' et Ase propagent avec une célérité c. Le signal recu en
un point M de I’espace a la date ¢ a donc été émis de P a une date ¢t — 7, oU 7 = L

C
désigne le temps de propagation du signal de M & P. Les potentiels qui arrivent en M
apparaissent alors retardés par rapport a leur émission en P :

V(M, 1) /// Pt—7>dTPOU7"—MP (19)
W) 47T€0’]"

=5 7 (e= 20 o @

Approximation des régimes quasi stationnaires (A.R.Q.S.)

et:

Lorsque la frequence des phénoménes électromagnétiques est suffisamment basse (ty-

. OE
piquement pour f < 10 MHz), la densité de courant de déplacement 7; = g — T
peut étre négligée devant 7. Dans ce cas, les équations de Maxwell se simplifient :

. OB . . .
ttE=-2" divE=2 totB=py; divB=0
ot €o

Cherchons alors les conséquences d’une telle approximation :
— Existence d’un potentiel vecteur dont dérive le champ magnétique :

divB=0= 3A/B=r1ot A

— Intervention de A dans I’expression du champ électrique :

— - OB — (5 084 dA
otEffaﬁrot <E+at> =0=> ElV/E—fgradeE
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Nous verrons ultérieurement comment cette équation interpréte le phénomene
d’induction électromagnétique dans les circuits électriques.

— Absence de propagation des potentiels :
rot B = oy = rot (r?c) /Y) = poJ = grad (divff) — AA = po7
c’est-a-dire, en tenant compte de la jauge de Coulomb :

divA=0= AA= —uo

tandis que :
wEo L AV -9 (g A = 2
dvE=L = —av-5 (de)_so
= Av=-2
€0

Ces eéquations montrent que AetV nesont plus solutions de I’équation de d’ Alem-
bert : dans le cadre de I’A.R.Q.S., on ne tient plus compte de la propagation
des ondes électromagnétiques ; cette approximation est en général bien adaptée
a I’étude des circuits électriques.

Remarque : De I’équation : rot B = 107, il découle que :
110 div 7= div (Eﬁf}’) —0= ﬂ 748 =0
)

ce qui signifie encore que 7 est a flux conservatif : le courant qui entre dans toute
surface fermée vaut celui qui en sort; la loi des nceuds est respectée dans le cadre de
I'AR.Q.S.

Lorsque I’A.R.Q.S. est vérifiée, les potentiels s’écrivent :

1 dTp - Ko /// dTp
Pt)——etA(M,t) = — M,t) ——
i [, p0 sip e don = 52 [f[ e 3

puisqu’on ne tient pas compte de la propagation des signaux. Cette approximation

signifie donc aussi que r < t, c’est-a-dire, pour des signaux périodiques de période
C

T et de longueur d’onde A :

V(Mat) =

r A c
- KL<T=—= A>r avec A= —
C C 1%

Par exemple, les signaux manipulés au laboratoire du lycée peuvent avoir des fré-
quences maximales v ~ 10 MHz = 107 Hz, ce qui correspondrait a des ondes de

108 . 5
longueur d’onde A\ = 31 2 =30 m. L’A.R.Q.S. demeure donc valable jusqu’a une

distance » = 30 m du geénérateur! cette approximation est donc bien adaptée aux
montages d’électronique réalisés au laboratoire. En revanche, lorsque les signaux at-
teignent des fréquences beaucoup plus élevées (par exemple v ~ 1 GHz = 10° Hz
3.108
109

pour les signaux hertziens), A =
plus valable.

= 30 cm montre que I’approximation n’est
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3.4.4 Relations de passage
Discontinuité des champs

Rappelons qu’en régime stationnaire, la discontinuité des champs électriques et ma-
gnétiques a la traversée d’une surface est décrite par :

— — o — — . N
Ey— FEy = — M2 et By — By = po Js A 1ia2 (21)
0
Pour trouver les nouvelles relations de passage en régime non stationnaire, il suffit de

reformuler les calculs qui ont conduits aux lois (21), a partir des nouvelles équations
de Maxwell.

N Elm N E2w
— Soient Fy | Eqy | et By | Eay | les champs électriques dans les milieux res-
Elz E2z

pectifs (1) et (2) situés de part et d’autre d’une surface () portant une densité
surfacique de charge o.

Ay T e ®
(2 M 7 .
OE—

Ey

Le théoréme de Gauss : div £ = - appliqué a une surface plane située de part et
€0

d’autre de (X) conduit a :
g

E2z - Elz =

€0
En revanche, calculons maintenant la circulation Cx de E le long d’un par-
cours (T') = (PQRS), en tenant compte de I’équation de Maxwell-Faraday

—

—. . 0B
tE=-""0
Iro 815

. o — - o N o
Cp= E(M)-dOM:// ——-dSM:——// B dSy
(r) x) Ot ot J )iz

—

Ey
S /

..... R 1&
2) r T
(IT) ) [
(1 j ,
P ) Q
L

Y = L x ¢ étant la surface circonscrite a I’intérieur de (T"). Notamment :

lim// B-dSy =0=Cr=0
E—*O (E)
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C’est pourquoi Es, — E1, = 0 et By, — E1,, = 0, ce qui permet de poser, méme
en régime non stationnaire :

= = o
Ey —FEy = —1i2

€0
. Blz o B2:r
Soient By | Biy | et Bo | By | les champs magnétiques dans les milieux (1)
Blz BZz

et (2) situés de part et d’autre d’une surface () portant un courant surfacique
de densite j;. Le repére d’étude (€, €y, €,) sera orienté de maniére a ce que la
normale 7,2 de (X) soit confondue avec €, et que J; = js € :

ﬁ12 —

L’équation de Maxwell : div B = 0 montre que B est un champ a flux conservatif ;
appliquée a une surface fermée située de part et d’autre de (3), cette loi conduit
a:

By, — B, =0 (22)
Considérons maintenant un parcours rectangulaire (T') dont les cotés PQ et RS
se trouvent de part et d’autre de (X2), parallelement & 7.

e K .
@) ¢ : T
M | =

P EIQ

€

L

L’équation de Maxwell-Ampere :

— = . ok
rot B :HOJ“‘HO@OE

permet alors de reformuler le théoreme d’Ampeére dans le cas des régimes non
stationnaires :

Cr

I

7{ é(M)-dO_M:// rot B(P) - dSp
() (s)

= OF
Mo// J_(P)'dSP+Mo€o// N
(s) (s)

9 . .
po T+ oz o / / B(P)- dSp
(s)

—

- dSp

P
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ou iy désigne le courant qui traverse la surface (grisée) s = L. Notamment,
lorsque ¢ tend vers zéro, le flux de E a travers (s) s’annule :

e—0

lim // B(P)- d8p = 0= Cp = pio I

(s)
Le théoreme d’ Ampere reprend ainsi la forme qu’il posséde en régime stationnaire
et qui a permis de calculer :

By, — B, =0et Bly - BZy = ﬂOjs

Associées au résultat (22), ces équations confirment finalement la relation de pas-
sage :
By — Bi = po Js N g

également vérifiée en régime non stationnaire.

3.4.5 Conducteur ohmique
Loi d’Ohm

Soit un conducteur de I’électricité, comportant n particules mobiles chargées par unité
de volume, possédant chacune la charge ¢ (la densité volumique de charges mobiles
vaut alors p,,, = nq) et lamasse m. Une de ces particules, de vitesse ¥, est soumise au
champ électrique Eiy qui régne dans le conducteur et a une force de frottement, dont
la norme est proportionnelle a la vitesse : f: —AT (X = cte). Le mouvement de cette
particule est décrit par la loi :

dd ~ . dd . .
ma :qunt—)\véma—F)\v:qut
Assez rapidement, la vitesse de la particule atteindra une limite o, telle que :
di, -~ . q =z
EZOjWZ XEint

Si I’on considere que toutes les charges mobiles suivent la méme loi, la densité
moyenne de courant vaut :
2
S L ngt =

= Pm Z:>]:7Eint

A
Il existe donc un coefficient o, appelé conductivité (en S - m~—1) caractéristique du
conducteur, tel que :

=y

7= 0 Eint (23)

Cette loi est I’expression locale de la loi d’Ohm.

Calcul d’une résistance

Soit un conducteur cylindrique infiniment petit, homogéne, de section droite S
constante, de longueur L et soumis a une différence de potentiel w = V4 — Vg entre
deux points A et B de ses extrémités.
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L
I S
P — e
Eint(]w)
i
A 13
VA U= VA_ VB VB

La longueur L est supposée assez petite pour que le champ électrique Emt(M) soit
uniforme en tout point M : Ein(M) = Eint = Fint €,. Il s’ensuit que :

. — - — _ —

u = Va—Vp=gradV -BA= —FEj-BA= Eiy-AB
U
= EintXLiEint:Z

Quant au vecteur densité de courant : 7= j &, il définit le courant I qui traverse les
sections S (supposées infiniment petites) du conducteur :

. I
I:// 7-dS=jxS=j==
(8) S

Ainsi, la loi d’Ohm (23) établit que :

. I U
J=0Linn = J=0 |nt=>S UXL
1L
= =——=x1
Y oS

Il existe donc un coefficient d R, appelé résistance (en ohm : ), traduisant la propor-
tionnalité entre u et I :

1
o

uw=06Rx1I/6R= %

Définition 8. La résistivité p (en © - m) d’un conducteur représente I’inverse de sa
conductivité :
1 L
p=—=>0R=p— (24)
o S
EXEMPLE

Considérons un conducteur C tronconique homogéne, de rayons ry etra (ro > r1), de résistivité p, compris
entre les abscisses 1 et x2, dont les sections droites sont traversées par un courant I dirigé selon (Ox) :

Pt 7’1] 7
0
Ty -
T X«—»
dz
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Un élément cylindrique de C, situé a I’abscisse x, d’épaisseur dz, présente un rayon r(z) qui dépend
linéairement de x :

r(z) =ax+b
avec :

= re—r1=a(r2—z1)

{ r(x1) =71 :>{ ry=ax1+b

r(xz2) =12 ro = axg + b
= r:ﬂxx+b
To — 1
= dr=T2""1 4. (25)
To — 1

Conformément a la loi (24), cet élément de conducteur présente une résistance :

d d
SR=p Y avecS =mr?= 0R=p
S mr2

ou I’équation (25) conduit a :
T2 p xo2—x1 dr

—
——dr=0/R=-—— —
ro —T1 Ty —T1 T

dz =

de sorte que la résistance totale R de C vaut :

To — X1 T2 dr To — X1 1 1

Roo bmom [t pmon (11

Trg—ry Jpoy 12 T ry — 171 ry 7o
To — 1
o pop@-n)
1T

Le conducteur parfait

Un bon conducteur de I’électricité (tel que le cuivre) présente une conductivité de
I’ordre de 107 © - m.
Un conducteur parfait est un conducteur a I’intérieur duquel les forces de frottement

f = —\ 7 peuvent étre négligées (A tend alors vers zéro). C’est pourquoi on retient
comme définition :

Définition 9. On appelle conducteur parfait (ou idéal) un conducteur dont la conduc-
tivité o = % est infiniment grande.
La loi d’Ohm indique que, pour un conducteur parfait :

. 1. = =

En=—-7= En=0

g
Soit pint la densité volumique de charge vérifiant le théoréme de Gauss :
Pint

div Eint =— = pint=20
€o

Quant a I’équation de Maxwell-Faraday, elle permet le calcul du champ magnétique
Bint @ I’intérieur du conducteur :

car les champs stationnaires sont considérés comme nuls en électromagnétisme.



46 CHAPITRE 3. ELECTROMAGNETISME

Enfin, I’équation de Maxwell-Ampére indique que :

—_— = = aE = =
rot Bint = fo Jint + Moo Tt'"t = Jint=0

De fait, si un conducteur parfait conduit un courant électrique, celui-ci ne peut que se
propager a la surface du conducteur.

Remarque : On pourra retenir que I’intérieur d’un conducteur parfait se comporte
comme un conducteur en équilibre électrostatique.

3.5 Energie électromagnétique

3.5.1 Effet Joule

Considérons un volume élémentaire dr contenant une charge mobile d¢q, soumis aux
champs électrique et magnétique E et B, c’est-a-dire a la force :

SF=6qE +8q0AB

ou ¥ désigne la vitesse de dr.
A cette force est associée une puissance regue par dr :

P =6F - G=08q7-E+6q7- (mé)
———
=0
dont la densité volumique est définie par :

0P dq _ =
PD—E—E’U'E

L . . oq . . - iy
La densité volumique de charge mobile : p,,, = d—q fait alors apparaitre la densité de
T

aq .
—_— V.

courant: 7’= p,, v =
dr

oP =
P = —_—— _‘. E
v dr J
Isolons un cylindre élémentaire de section perpendiculaire a 7'et de longueur L, orienté
dans la direction &, de 7'et de conductivité o.

La loi d’Ohm locale suggére que :

I
L o= o= 1 1, — s\
Jj=cE=E=—-—7=>P,=—j 7 e,
(o2 g —_—
Aussi, la puissance électrique regue par ce élément de
volume dr = LS vaut : ’ L

1
6 Preque = Ppdr = = j°LS
g
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c’est-a-dire, en tenant compte du courant I = 5.5 qui traverse ce conducteur :

1 I? 1L
§ =—X = xLS=~==x1I?
Precue p X 52 X o S X
N - 1L
On reconnait alors la résistance R = — 3 telle que :
g

57Dre(;ue == 6R X 12

Pendant le temps dt, I’énergie interne U de I’élément conducteur C varie d’une quan-
tité dU qui vérifie le premier principe de la thermodynamique :

dU + dé‘c = 5Wregue + 5Qregue

0U 6Wregue = dPreque X dt, dU = 0 si la température de C demeure constante, tandis
que d&. = 0 désigne la variation d’énergie cinétique macroscopique de C. Il s’ensuit
que, pendant dt, le conducteur recoit la quantité de chaleur :

0Qreque = —0Wiegue = —Pregue dt = —0R I dt

c’est-a-dire que le conducteur dissipe la quantité de chaleur :
5Qdissipée =0R 12 dt

Cette relation traduit I’effet Joule : un conducteur en équilibre thermique, parcouru
par un courant électrique, dissipe de la chaleur proportionnelle au carré de I’intensité
du courant.

3.5.2 Bilans d’énergie
Densité d’énergie électromagnétique

Considérons un point M de I’espace ou régnent les champ électrique E(M) et ma-
gnétique B(M ). La densité d’énergie électromagnétique provoquée par I’existence de
ces champs vaut ;

 @EX(M)  BX(M)
Uem (M) = =2 T

Par conséquent, un volume élémentaire drj,, centré sur M, contient une énergie élec-
tromagnétique :

0Cem = Uem (M) drps

ce qui permet de prévoir que I’énergie électromagnétique accumulée dans un volume

(V) vaut :
Com = / / /( |, () drg
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EXEMPLE 1
Soit C un condensateur plan dont les armatures, de surface .S, sont distantes de e et portent les charges +Q.
On supposera S assez grand pour qu’il soit Iégitime de négliger les effets de bord.

En notant 0 = % la densité surfacique d’une des armatures, le champ

E(M) dépend de la position de M : M ng
By = - & pour M e Cet BM) —Gpour i g 7

€0

En régime stationnaire, le champ magnétique B estnul car:

— 3 BE 8§ ] -
rot B = 7+ poco — =0et — = —rot E =0
M0 J T Ho€o e ot
ce qui confere a I’énergie électromagnétique une densité :
2 2
€0 o e o Q
U M)=—FE(M)=— —5 =
em(M) =5 BEQD =5 2 26082

Par conséquent, I’énergie électromagnétique emmagasinée dans le volume V' = eS du condensateur vaut :

2 2 2
Qfem:// uem(M)dT]y[: Q 2 XV = Q > ><€S:C‘?7><i
(V) 2e0S' 2e0S' 2 e0S

- - . - €0S
ou I’on reconnait I’expression de la capacité C' = —— du condensateur plan :
e

Q2

2C

Cette relation montre que toute I’énergie accumulée par la charge du condensateur I’est sous forme d’énergie
électromagnétique.

Cem =

EXEMPLE 2
Soit (S) un solénoide de longueur ¢ (suffisamment grande pour étre considérée comme infinie), de section

S, parcouru par un courant d’intensité I constante et comportant NV spires (c’est-a-dire n = 7 spires par
unité de longueur).

A Iintérieur du solénoide régne un champ magnétique B= ponl €, uni- B

forme, dont le flux a travers une spire vaut : ¢ o = ponlS.Or,surlalon- | — e
gueur ¢ du solénoide sont enroulées v = nt spires; le flux total du champ

magnétique a travers le solénoide vaut donc : .

® = vgo = pon?4IS = LI

ol L = pon24S est I'inductance propre du solénoide.
En outre, le champ électrique FE créé dans le solénoide vérifie I’équation de Maxwell-Faraday :

—

— o 0B . L. . .
rot K = 5 = 0 en régime stationnaire
ainsi que I’équation de Maxwell-Ampere :
ot B = juog+ poeo 22 5 2E _ g
ro = g0 — —_— =
HoJ T Ho€o ot ot

Il s’ensuit que £ = 0 & I"intérieur du solénoide de volume V' = £S, ol I’énergie électromagnétique :

Cem = //~/(V) Uem (M) drps
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présente une densité uniforme :

E? B2
tem = 2 4+ 2 avec E=0etB = uonl
2 210

1
= = puon?I?

2
1 1
= @emzf,ugnQIQ/// dTsz/J,()nQIQXV
2 (V) 2

1
= Cpm = 3 poneSI?

ce qui signifie que I’énergie dans le solénoide est totalement accumulée sous forme électromagnétique :

1
Com = 3 LI?

Equation locale de Poynting

Définition 10. La puissance électromagnétique par unité
de surface, en un point M de I’espace, est donnée par le .
vecteur de Poynting en ce point :

ﬁ(M)éuioﬂM) A B(M) Ti(M)

Cette définition signifie que, pendant dt, une surface (%)
est traversée par une énergie 0€x M telle que :

Ocm ~ / / (M) - dSy (26)

A laide des équations de Maxwell, on peut montrer que le vecteur de Poyn-
ting = ﬁ)(Mﬂf) est lié a la densité volumique d’énergie électromagnétique
Uem = Uem (M, t), au vecteur densité de courant 7= j(M, t) et au champ électrique
E = E(M,t) par I’équation locale de Poynting :

= 8uem = =
div IT -E=0
1w 1l + ot +7

Cette équation est une formulation locale des trans-
ferts d’énergie qui s’effectuent dans un volume (V)
pendant un temps dt¢

— L’énergie électromagnétique (due a la seule présence des champs électrique et
magnétique) contenue dans (1) vaut, a la date ¢ :

&) = /// Uem (P, t)dTp
V)
etaladate t + dt:

E(t+ dt) = ///(v) tom (P, t + ) d7p
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sa variation, pendant d¢, vaut alors :

dEZ @t + dt) — €(t) = / / /( . e (P, t + dt) — tem (P,1)] d7p

ou :
Oem
Uemn (Pt + dt) = uem(P,t) + dt

ot (P.0)

- de- /// Quem| 41 4y
) ot (P, t)

- / / / Qem | 4, (27)
) ot (P,t)

— La puissance volumique que le champ électrique céde aux charges en mouvement
vaut Py, charges = 7+ £, Ce qui justifie que, pendant dt, les charges mobiles conte-

nues dans un volume d7p regoivent un travail 6 Wenarges tel que :
OWen ,
5Pcharges = % = /v, charges drp = j(P) : E(P) drp

Par conséquent, dans le volume (), les charges mobiles recoivent, pendant d¢, le
travall 5WCharges tE| que .

5Wcharges / / / 7P) - E(P)drp (28)

— L’énergie électromagnétique §&, sortant du volume (1) pendant d¢ est donnée par

la loi (26) : s
7 :#E)H(M) - dSy

ce qui signifie aussi que, pendant d¢, une énergie dEentrant PENetre dans (V) a tra-
vers (X)) :
6gentrant

o :ﬂ(z)ﬁ’(M) ~dSu) = ///v)dwﬂ )ydrp  (29)

La conservation de I’énergie impose que I’énergie qui pénétre dans v ) est d’une part

accumulée sous forme d’énergie électromagnétique (champs E' et B) et est d’autre
part transformée en travail pour les charges mobiles :

58entrant = d&€+6 Wcharges
5gentrant _ g 0 Wcharges
dt dt dt

c’est-a-dire, en tenant compte des relations (27), (28) et (29) :

// o) div H Ydrp = ///v) Quem - drp +///(V) 7P - E(P)drp
oo 2

+JP)- E(P)

(Pyt)

div H drp =0

8
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Cette équation devant étre vérifiée pour tout volume (V), elle confirme I’équation
locale de Poynting.

Remarque : L’équation locale de Poynting devient, en I’absence de charge mobile :

OUem

ot
avec :

Oewran _ —# (M) - dSy = —/e /// Uer (P, t) d7p

Cette équation, qui traduit un bilan d’énergie, est formellement comparable a I’équa-
tion de conservation de la charge :

551; _ _ﬂ(z)ﬂM) dSM_—/Q ///v) (P, t)drp

dp
ot =0

N
div II + =0

= divy+ —

Energie recue par un conducteur ohmique

Soit (C) un conducteur ohmique élémentaire cylindrique, de longueur ¢, de section S,
de rayon « et de conductivité o finie.

(C) est parcouru par un courant de densité uniforme 7= j &, et donc d’intensité :

1= [ apase =i [[ ase—ixs=i-g
(5) () S

Considérons un parcours (I") circulaire, de rayon r, le long duquel le champ magné-
tique a pour circulation :

2m
Cs=¢ BM)-dOM = | [B(r)é)] - [rdfés) = 2nr B(r)
() =0

Or, dans le cadre de I’A.R.Q.S. : rot B = 1o 7 valide le théoreme d’Ampére sous sa
forme intégrale :

Cp = po fint = po //( )f(Q)' dSo = pojs



52 CHAPITRE 3. ELECTROMAGNETISME

ou s représente la surface circonscrite dans (I'). Notamment, lorsque r = a :

{CBQTHIXB(G) _ kol

= 2ma x B(a) = pol = B(a) = ora

Cp = pojS = pol

= pol
(@)=5—¢& (30)
En vertu de la loi locale d’Ohm, le champ électrique est uniforme dans le conducteur
et vaut : ) ) s

E=_7=2-4¢ =—¢&

o / o J ez oS ©

Par conséquent, en un point N de la surface latérale du conducteur, le vecteur de
Poynting vaut :

12 _ 12
2racS er

€, N\ €y =
Donc, pendant dt, la surface latérale S, = 2waf est traversee, vers I’extérieur, par une
énergie 6&; telle que :

655 // I S // < 12 ® ) <
= II(N) - ng = — [ ng@T
dt (Se) ( ) (S¢) 271'(10'3 ( )
12

I? 9
2macS ot . oS
ce qui signifie que, pendant dt, la surface latérale S, de (C) est traversée par une
énergie 6&. qui péneétre dans (C), telle que :
o0& o€ ¢
¢ = 2 =RIPOUR=—;
dt dt oS
Il apparait ainsi que la puissance perdue par effet Joule provient d’un flux d’énergie
électromagnétique a travers la surface latérale du conducteur ohmique.

1 — —
II(N)=—FEAB(a) =
(N) 140 (@) 2racS

3.6 Propagation et rayonnement

3.6.1 Ondes planes progressives
Equation de propagation dans le vide

Dans le vide, I’équation de Maxwell-Ampére s’écrit :

. 1 0FE . 10 .
ol B=—-22 o H(HB):——(HE)
c? Ot 2

— =0 (31)
(63
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et que :
f&GRE):—%GRE)ﬁgﬁ(&Mﬂ—AE:—%GRE>

Les équations de Maxwell-Gauss et de Maxwell-Ampére deviennent en outre, dans le
vide :

divE =0 2 73 2 0
_ - 1 0°F L, 1 0°E -
{ ﬁé:%%ﬂ c? ot? 2 o2 (32)
c t

Structure de I’onde plane

Les équations (31) et (32) montrent que E et B sont solutions de I’équation de

N 7V SR o -
d’Alembert : A — — oY _ 0, 00 ) = > 1 €, désigne indifféremment £ ou
c Ot2 —
B. Cette équation, qui s’écrit en coordonnées cartésiennes :
1 0%
Ay — — <=0
v 2 Ot?
admet, entre autres, comme solutions les ondes planes progressives :
- —
Va(M,1) = ¥a(d) /¢ =9¢(M,t) =k -OM — wt (33)

ainsi que les ondes planes régressives (qui ne seront pas étudiées ici).

0o 06 diby dipa

Puisque dry % 10 = kg Ol¢,Ies opérateurs radjet divq/;adoptent les
formes :
e = . e oAy d e
rotw_VAw:srow_kAd—gﬁ_d—(ﬁ(mw)
et:

3 -
divy = Zawa :Zka Ao :E%

a=1 8$a a=1 d¢ ¢
o od e
= divi=g (F-¥)
De méme, I’expression (33) fournit :
Wo _ 09 dba _ i
ot ot de d¢
W K dve . 9 d .
- E‘f“’; dp 7 E‘d@(’ww)
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et I’équation de Maxwell-Ampére s’écrit, dans le vide :
— . 10E dy/ o d/ ow= - s w o
(k/\B) =% (—szE) = FnB=-5E (39

Ces équations montrent que les vecteurs k, E et B sont ortho-
gonaux et donnent leurs orientations relatives.

Ces orientations sont d’ailleurs confirmées par les deux autres
équations de Maxwell, dans le vide :

- d /» = . S
dlvE—O:>d—¢(k:~E)_O:>I<;-E—0:>k:LE (36)
et:

—

.3 d /» 3 - > o=
d1vB-0:>d—¢(k:-B>—O:>I<J-B—O:>/<:J_B
Les relations (35) et (34) conduisent a :

EA(EAJ?):—%EAE = kX (Eﬁ)fk?é:—ﬁ(wé)

ce qui confirme la relation entre w, & et c.

Remarque : Les régles de remplacement :
d /» - Lo od e o
W (/mw) et div == 4 (kz/;)
sont spécifiques aux ondes planes. Tout autre type d’ondes, par exemple dont la fonc-
tion d’onde s’écrit :
- . P
Y(M,t) = F(OM) x G(¢) avec p=k - OM — wt
sont exclues de ces régles.

rot ) =

Propagation de I’énergie

Considérons une région de I’espace, vide de matiére, dans laquelle se propage une
onde électromagnétique plane, dont les champs électrique et magnétique vérifient la
relation (34) :

kFANE=wB=B=—kAE

€~

Le vecteur de Poynting vaut ainsi :

1 — — 1 — g — —
ﬁ:—E/\B:—E/\(k/\E):— {k;sz—Ex(k E)}
Ho How How
ou la relation (36) indique que :
- o — E?2
k-E=0=1=—%F (37)
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Si (S) désigne une surface perpendiculaire a k, I’énergie
électromagnétique 6&..,,, qui traverse (S) pendant dt vérifie : N N
Oem / / . dS / / k- ds Pt
= M = M —
de (S) pow J J(s) dSy
E? E?
= 556m:—ESdt = Sdtcarw = ke (S)
Mo w Hoc€
v dt

Notons v, la vitesse de propagation de I’énergie électromagnétique dans le vide et
ve dt la hauteur d’un parallélépipéde rectangle (C), de section droite S et donc de
volume V = v.S dt. L’énergie §&.,,, qui se trouve a I’intérieur de (C) traverse alors
(S) pendant dt, avec :

0C€cm = Uem X V = Uem X .5 dt

et:
E* B? k L
o = 42 ouB="AEetk L E
2 240
- E()E‘2 1 k2 2
2 29 w?
€0E2 E2
= 5 + 3102 carw = ke
Ce faisant :
5 2 E2
oo™ =1 = Uep, = ? 0Cerm — .S dt
de sorte que I’identité :
E? E?v,

55€m—5€€m:>—Sdt > Sdt = ve=c
1oC

Hoc€

montre que, dans le vide, une onde plane propage de I’énergie électromagnétique a la
vitesse ¢ de la lumiére.

Onde plane progressive harmonique (O.P.P.H.)

3
Considérons une O.P.P.H. (ou O.P.P.M.), de vecteur d’onde k= Z ko €y, de pulsa-
a=1

tion w et dont les composantes du champ électrique :

3
E(M,t) =) Ea(M,t)é,

a=1
sont sinusoidales :
E,(M,t) = Eq COS(E OM wt + Poq)
EOO( COS(¢ + )
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ou¢g= k-OM —wt et ol ®oe €St une constante. On peut adopter la notation complexe :

Eo(M,t) =Re{E,} /E, = FEoo d®T90) = B, ¢ /B, = Eg, e

de sorte que :

1

E(M,1) = {E}Ei

En remarquant que :

OE 0¢

—Q

8335 n J 6‘15

oo 01%00) = kg E,,

on pourra linéariser les opérateurs vectoriels rotationnel et divergence :

_>_,

rot £ = j kA

T

\Dji
\tqi

tdivE =jk-E (38)

Remarque : La linéarisation précédente n’est justifiée que dans le cas des ondes
planes, dont les images complexes des composantes s’écrivent :
E, = E,,¢? avec E,, = cte

Dans le cas contraire (par exemple si £, depend de M ou de ¢), I'onde n’est pas
plane, ce qui invalide les identités (38).

De méme :
3 =, 3
= OF OF
E = E_é, — = — e,
= ;*0‘ o az::l ot ¢
avec :
OB, _ 06 gewen o OB _ ¢
ot at EanJ = ot - _JwE (39)

Le champ magnétique d’une O.P.P.M. vérifie des relations similaires :

—
rot

(oot
Il
]
>
Ioo
=
=z
[so1t
I
]
o3
I
|
4
€
oy

. oB . 1 9E o .
ot E=—"= totB=—=-2"=  divE=0 divB=0
ot c2 Ot
deviennent :
FANE=wB kAB=-2E Fk-E=0 k-B=0

ce qui est compatible avec les relations (34) et (35).
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Remarque : Larelation : w B = E/\E est souvent utilisée pour déterminer le champ
magnétique B = Re {B} d’une O.P.P.M. dont on connait le champ électrique.

Attention : ne pas utiliser les notations complexes pour déterminer le vecteur de
—

Poynting 1II.

Les notations complexes E et B peuvent néanmoins étre utilisées pour déterminer

les expressions de E = Re {E} et B =Re {B} a partir desquels on accédera a

— 1 = =
II =—FEAB.
Ho

EXEMPLE

Déterminons le vecteur de Poynting d’une O.P.P.M. dont le champ électrique s’écrit :

= R ~ E; = Eogz cos(kz — wt)
E = E, & + Ey &, avec { Ey = Eoy, cos(kz — wt + ¢0) (40)
les grandeurs Eoz, Eoy, k1, w et ¢g €tant constantes.
Pour cela, utilisons les notations complexes afin de présenter le champ électrique sous la forme :
o EI = Eox el
E=FE_ée,+E, e, avec ) oup=kz — wt
=TT T E = Eg, el(¢+¢0) ¢
=y Y
_— — . 0B . X
L’équation de Maxwell-Faraday : rot £ = ~ équivaut alors a :
wB=kAE
ol k = k &, est colinéaire 2 la direction de propagation €, de I’onde. Ainsi :
B -
0 E, —k Ey - c
wB = OfA|E, ) =| KE, | = E, carw =~k xc
k 0 0 2y T T
B.=0
Eoy | E
B, = _ 20 i(¢+0) By = _ 20y cos(¢ + ¢o)
C C
= Eo, . = E 41
7y:ﬁe'¢ By = o cos ¢ (1)
C (&
B,=0 B.=0

L’expression du vecteur de Poynting s’obtient alors directement a partir des expressions (40) du champ
électrique et (41) du champ magnétique :

Ey By

R 1 B}
0 = —BAB=—|E,|n|By|=— (E.By—E,B,)é.
Ho Ho 0 0 Ho
1
— TL p; [ng C0S2¢+Egy cosQ((b—l—qSo)} .
0

- 2
Sa valeur moyenne, au cours d’une période 7' = —, vaut donc :
w

— 1 2
<H> T e [Egs (cos® ) + E, (cos®(¢+ ¢0))] €
| B2+ B3, 1 A
= 1 02T 0y o o = eocet Bg, + B, = E* = HEH
o 2 poc
- (M=o
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Polarisaton

Considérons une onde plane progressive sinusoidale, qui se propage dans la di-

rection du vecteur unitaire €, d’un repére {O,é,,€,,€,}. Le champ électrique

E=E,¢, + E, €,, perpendiculaire a ¢, a donc des composantes qui peuvent

s’écrire :
E.(z,t) = Eoy cos¢

’ i avec ¢ = ¢(z,t) = kz — wt 42

{ E,(2.t) = Eo, cos(é + o) ¢ =9(x1) (42)

ou Eyz, Eoy sont des constantes positives et ¢q une constante decrivant le dephasage

entre £, et E,. Par convention, c’est le champ électrique qui décrit la polarisation

d’une onde électromagnétique (le champ magnétique peut étre toutefois préféré dans

certains cas). On convient alors d’étudier la courbe décrite par I’extrémité de E dans
son plan de polarisation (ici (O, &,, €,), c’est-a-dire par le point M (E,, E,).

— Pour ¢, quelconque, les expressions (42) de E,, et E,, montrent que M décrit une

ellipse, dans un sens qui dépend du signe de ¢ :

. _—
Soit 6 I’angle entre OM et €, tel que :

tang — v _ Boy  cos¢ cosgo —singg sing U
E,  Eo cos ¢ Y
E
= Ezi X (cos ¢g — sin ¢ tan @) 5 0 5 x
¢ 1 E()y . 1 do¢
= — X - — % « - 99
dt  cos?d Eow %o cos? ¢ dt
ol ¢ = kz — wt indique que :
Eo cos
0 _ wByy cos®0 )

F Egyy cos? ¢
a le méme signe que sin ¢q. Ainsi :

do . . . -
— lorsque sin ¢y > 0, ¥ > 0 indique que M décrit I’ellipse dans le sens positif
trigonométrique ; la polarisation est elliptique gauche.

dé R . . .
— lorsque sin ¢9 < 0, T < 0 revele que M décrit I’ellipse dans le sens négatif
trigonométrique ; la polarisation est elliptique droite.

) )
X X
singg >0 singg <0
polarisation polarisation
elliptique gauche elliptique droite

— Lorsque ¢9 = 0, les composantes E,, = E,(z,t) et E, = E,(z,t) Vvérifient :
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E, = Ey, cos¢ _ Eoy - M,
{Eyonycosqb :>Ey_EOz xE, = FE,=akE,

T
EO(E

. Ey, i
ou a = —= est un coefficient constant.
Ox

Le point M (E,, E,) décrit donc un segment de droite ; la polarisation est recti-
ligne.

— Lorsque ¢g = ig, les expressions (42) deviennent :

{ E,=Ep cos¢ _ B B}

R
E, = FEy, sin¢ EZ, Egy
ce qui montre que le point M (E,, E,) décrit une ellipse orientée selon les axes

Oz et Oy le sens de parcours de cette ellipse est déterminé par le signe de ¢,
conformément a la relation (43).

Le cas particulier pour lequel Ey, = Ey, = E, correspond a une polarisation
circulaire : B2 + E§ = E2, dont le sens est imposé par le signe de ¢ = ig :

Y Y
x z
¢o =/2 ¢o=—7/2
polarisation polarisation
circulaire gauche circulaire droite

Théoréme 16. Toute onde polarisée elliptiquement peut étre considérée comme la su-
perposition de deux ondes polarisées rectilignement dans les directions orthogonales.

DEMONSTRATION

L’onde polarisée elliptiquement présente des composantes E(z,t) et Ey (z, t) telles que :

= . L N E;(z,t) = FEog cos ¢
E(z,t) = Ez(z,t)é + Ey(z,t)e,ou { E,(2.t) = Eoy cos(é+ do)
= Eu(z,t) + Ey(z,1)

Le champ E(z,t) est donc la composition des champs E, = E, &, et E, = E, &, caractéristiques
d’ondes polarisées rectilignement dans les directions e’ et &, orthogonales.

Théoréme 17. Toute onde polarisée rectilignement peut étre assimilée a une super-
position de deux ondes polarisées circulairement, de méme amplitude mais de sens
contraires.
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DEMONSTRATION

Soit E(z,t) = E(z,t) & une onde polarisée rectilignement dans la direction .
La superposition des ondes polarisées circulairement, de champs électriques :

R Eg cos ¢ . Eg cos¢
Ei=|Eosing | etEz = | —Ep sin¢g | avec ¢ = ¢(z,1)
0 0

conduit au champ E(z, t) de I’onde polarisée rectilignement.

La lumiere naturelle n’est pas polarisée rectilignement. Pour obtenir une telle polari-
sation, il est possible d’utiliser un filtre polarisant (appelé polariseur) qui ne garde de
la lumiére naturelle que les champs dirigés selon une direction (P) :

I

lumiére naturelle |“polariseur  lumiére lumiere
polarisée polarisée

Ce faisant, la lumiére, d’intensité Iy, qui émerge d’un tel filtre est polarisée dans la
direction de (P).

Si cette lumiére est interceptée par un autre filtre polarisant (appelé analyseur), dont
la direction de polarisation (A) fait un angle « avec le champ incident, la lumiére qui
en émerge est polarisée selon (A), avec une intensité I qui suit la loi de Malus :

I =1, cos® a

Paquet d’ondes

Définition 11. On appelle paquet d’ondes la superposition de plusieurs ondes sinu-
soidales de pulsations voisines, dans le méme état de polarisation.

Considérons deux ondes planes progressives sinusoidales, dans le méme état de pola-
risation (par exemple &), dont les champs électriques :

El = E1 é;r E1 = E() cos(klz — wlt)

. avec

Ey = Eyé, E; = Ey cos(koz — wat)
présentent des pulsations w; et wo Voisines :

wlzwo—dw klzko—dk dw<<w0
et ou

wo = wo + dw ko = ko + dk dk < ko
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Le champ électrique résultant : £
E=FE,+Ey,=Eé,avec E = F; + E» Ey
a donc un spectre qui présente deux pics de méme amplitude E
aux pulsations wy et wo ; il a pour valeur : Wi Wy W2
ko — k — ko + k
E = 2Eocos(22 1z—w22w1t)xcos(2;1z—w2;w1t>

= 2Fq cos(dkz — dwt) x cos(koz — wot)

. . 27
Cette expression correspond & une onde, de longueur d’onde Ay = o contenue dans
0

une enveloppe d’équation :

E(z,t) = cos(dk z — dwt)

- /—envelopp_e ,,,,,,

C’est cette enveloppe qui contient le paquet d’ondes ; elle se déplace avec une vitesse
dw

Ug = @

Définition 12. On appelle vitesse de groupe la grandeur :

_dw
U= g

Remarque : La vitesse de groupe peut étre différente de la vitesse de phase v, = %
de chacune des composantes du paquet d’ondes. Le milieu est alors dispersif.

Définition 13. Un milieu est dispersif lorsque la vitesse de groupe d’une O.P.P.H.
dépend de w.
On appelle relation de dispersion la relation entre £ et w.

Dans un milieu dispersif, chaque composante du paquet d’ondes (caractérisée par sa
pulsation w) se déplace a sa propre vitesse de phase vy = % ; le paquet d’ondes se
déforme alors.
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MILIEU NON DISPERSIF MILIEU DISPERSIF
E tl E tl

IR 1 -
T

W\W VAU/\U[\U/\UAU/\UAW 4 I/;% el i UU/\U/\b Z

Lorsque le paquet d’ondes comporte N composantes de pulsations w; voisines de wy
et d’amplitudes Ey; :

I3

EOZ’
N
E(z,t) = Z Ey; cos(wit + kiz — ¢;)
=1
le spectre du paquet d’onde fait apparaitre Eq; en fonction de w. w

“o
En revanche, le paquet d’ondes peut présenter une distribution continue de com-
posantes : dans I’intervalle [w; w + dw] se trouvent des composantes d’amplitudes
0Ep, = f(w) dw, oU f(w) est la densité spectrale de E(z,t).
Dans ces conditions, le spectre f(w) est une courbe continue a fw)
partir de laquelle il est possible d’exprimer :

E= [ j)dieela
0

EXEMPLE Considérons un paquet d’ondes constitué d’une distribution continue de composantes spec-
trales d’amplitude constante et non nulle pour w € [w1 ; w2]. La densité spectrale s’écrit :

flw)
Ey
{ flw) = Epourw € [w1; wa] Ey/Aw
f(w) = 0sinon
Wi Wy Wo w
ou I’on définit :
Aw
w] =wg — —
Aw=wo — wq et 2 avec Aw < wo
w
w2 = wo + 7
L’image complexe du champ électrique s’écrit alors :
oo ) Ey [v2 .
E = / f(w) e](kz—wt) dw = 7/ ej(k:z—wt) dw
0 W Jwq

Eo /“’“Aw2 dlkez—wt) 4,
Aw wo—Aw/2
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Or, puisque w reste voisin de wg, on peut définir un parametre e < wy tel que :

w=wo+¢e=dw=de

et:
~ dk €
k=k(w)=k(wo+¢e)~ko+e— =ko+ —
dw Vg
N N . dw . .
ol ko = k(wo) etvg = % est la vitesse de groupe. Il s’ensuit que :
kz —wt = ko + i) z—(wo+e)t=koz—wot+e ><<,0(z,t)avemp(z,t)éi —t
Vg Vg
Aw/2
- E- @/ 2 ko=t o e w(= 1) g
- Aw —Aw/2
Eo jkozm L[ jen “ja
= E= 20 (ko= wot)x_i[elw w/2 _ g~ w/Q]
T Aw Ip
= E = Eyekoz—wot) sin(y Aw/2) (44)

pAw/2

P . . . . . sinz , L
On définit alors la fonction sinus cardinal : sin. = ——, dont la courbe est représentée ci dessous
€T

sin,x sing(¢ Aw/2)
S _em - ™ N o= E
AN L N I

: b Aw ™ Aw

De la relation (44), il ressort que :
. » Aw
E(z,t) = Re{E} = Ep,sin, — % cos(koz — wot)

ce qui signifie que I'onde d’équation Fp cos(koz — wot) a pour enveloppe la courbe d’équation
. » Aw . et ,
sine — dont le maximum central se trouve en ¢ = 0, c’est-a-dire en z = vyt ; ce paquet d’ondes

se propage a une vitesse vg.

Pour généraliser ce résultat, considérons un champ électrique d’image complexe E
composée d’un paquet d’ondes de méme phase et dont la densité spectrale f(w) est
non nulle sur un intervalle [w; ; wo] trés étroit au voisinage de wy.

5 fiw)
E= A f(w) ej(lcszt) dw

On notera e = w — wy et kg = k(wp) de sorte qu’au premier
: w
ordre en e T T
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dk €
ko= =k — kot et =+ —
k(w) (wo+¢) OJrEdw o+vg
= / Flwo + ) R0z oy #0204 avec { w1 =wo — &
w2:wO+€2

= F = eilkoz—wot) / ej(ift) “flwo +e)de

€1

= E=F(Z _t) x eltkoz—wot)
£\5,

ce qui montre que E est composé d’une onde décrite par ei(koz—«ot) dont I’enveloppe
est donnée par la fonction :

F(—t) /fwo—i-e (5 It)Ede

Il apparait ainsi que cette enveloppe se déplace a la vitesse de groupe v, = %
3.6.2 Propagation dans un plasma

Relation de dispersion

Définition 14. Un plasma est un milieu globalement neutre, qui contient des charges
électriques libres de s’y déplacer.

Nous supposerons ici que le plasma :

— contient des ions, de charge gions > 0, de densité volumique njons €t de vitesse
Uions = 0, compte tenu de leur grande masse ;

— contient également des €électrons mobiles, de charge g. < 0, de densité volumique
n. et de vitesse v, # 0;

— est globalement neutre, ce qui signifie aussi que la densité volumique des charges
p'y est globalement nulle :

P = NionsGions + Ne e = 0

bien qu’il puisse exister un courant électrique de densité volumique non nulle :
7= pe e = Nee Te # 0

est dilué (n. < 1), contrairement aux métaux.

Une O.P.P.H. est envoyée dans le plasma, dans la direction de propagation ¢, avec un
champ électrique polarisé dans la direction de &, :

E = Ey cos(kz — wt) &, = Re{ } avec E = Eyel®—»Y g — pe,
Puisque les électrons (de masse m.) du plasma sont soumis a la seule force électrique,
leur vitesse vérifie la loi fondamentale de la dynamique :
O,

ot

Ve

=q. F = me o

me = q. E avec 7, = Re {7,}
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- . > . v, L ) : .
ou I’expression de E suggére que 5 = Wl Il s’ensuit que :
=i ge E

E = 3
Mmew
L neg? . S
= J=1i aVECj:Re{]}
Mew =

_iwme gg = (e

Remarque : Cette loi ressemble & la loi locale d’Ohm :

=g

Iy
e

dans laquelle la conductivité o pourrait étre complexe.
Or, les équations de Maxwell-Faraday et de Maxwell-Ampére indiquent que :
(45)

tandis que :
rot B = o J+ Hogo T ik A B = po J— pocoiw E
De la relation (45) il ressort alors que :
ik A B)

iEA(iEAE) -
=

ou la neutralité électrique du plasma impose :
L 0=k E=0

divE =
€0
Par suite, le champ électrique vérifie I’équation :
. lneq2 2, 2 &
lwpp X < E+ pogow” E
Mew
2
n,
= k2= —pp e 4 oeo w? avec poso =
Me
1 Neq?
C MmeEo

c2

3N
\

k2

= k2

2
neqe

2 2 ~
w® —w?) avec w, =
p) a2 MeEQ

d’ou découle la relation de dispersion :

k22072(

la grandeur w,, étant appelée pulsation de plasma
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Structure de I’onde

La relation de dispersion montre que les valeurs relatives de w et w,, déterminent la
nature de k et donc de I’onde .

- Siw < wp, I"inégalité : k2 < 0 montre qu’il existe un réel positif « tel que :
w2 _ w?
. P .
k=+4ikaveck = — € R
&

L’image complexe du champ électrique s’écrit alors :
E = EOl ei(inz—wt) + Eos ei(—ifiz—wt) = Ey; e h? e—iwt + Foo e"? e—iwt
Or, puisque E ne peut tendre vers I’infini, Ey2 = 0 laisse seulement :
E=Fype e W = F=Fye " cos(wt) = E= Ee,

Une telle onde est dite évanescente : lorsque z excéde quelques fois la valeur de

. . 1 c . e
la distance caractéristique 6 = — = ———, le champ devient tres faible, ce
K w? — w?
qui signifie que I’onde ne peut se propager loin dans le matériau ; il y a réflexion

de I’onde.

En outre, I’expression de E conduit a celle du champ magnétique, grace a I’équa-
tion de Maxwell-Faraday :

= 3B pud = —
ot E= -2 o ikNE=iwB
ot
= wB:_‘/\E:(mé’z)/\(ﬂé'm):iﬁﬂé'y
ik ik .
= B=—FEé,=—FEype ** e Wt €y
w w
= K
= B =Re {E} = — Eg1 e "% sin(wt) €,
w
Par conséquent, le vecteur de Poynting :
— 1 5 5 K
II=—FEAB = — E2 e 2" sin(wt) cos(wt) &
- B (1) cos(wt) &
K

= EZ 7% sin(2wt) €,

a pour valeur moyenne :

ce qui montre que I’onde ne permet pas la propagation de I’énergie ; elle est dite
stationnaire.

Remarque : Lorsque & est complexe et se présente sous la forme : k = ky +1iko,
I’onde sinusoidale a pour image complexe :

E _ EO ei(k:szt) _ EO ei(klerik:ngwt _ EO efkgz ei(krlszt) (46)
= E = Eye ** x cos(k1z — wt)
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ce qui montre que la vitesse de phase vaut :

) —i:> v :L
Tk ®~ Re{k}

L expressmn (46) montre, en outre, qu il n’est pas possible d’écrire les relations :
rot E=iky ANEetdivE =ik, - E spécifiques aux ondes planes.

- Siw=uwp:
2 __ 2 2\ _ —
k =2 (w —wp)—O:>k—O
D’une part cette valeur conduit a :
E=FEye“te, = E = E, cos(wt) €,

ce qui montre que le champ électrique ne se propage pas dans le plasma et, d’autre
part, la relation (45) fournit :

wB=kNE=0=B=0
ce qui traduit finalement d’absence d’onde électromagnétique dans le plasma.

2 2
we — Ww.
. p
- Siw > wy, k = *———— € R** montre que I’onde plane se propage avec une

vitesse de phase :
C
\/7 >c
1—- 2P
w2

= Vgp =

w
C—
/ 2
(%) wp

. ~dw
et que sa vitesse de groupe vy, = O vérifie :

dw w
2 2 2,2 2
W=7k = 2wdw=2"%kdk=> —x — =c¢
p dt k&
2
% c
= Uy XUp=C S vg=—
< s s
1 —wg
= wy;=c — <ec
g o2

en conséquence de quoi I’énergie ne peut se propager, dans un plasma, qu’a une
vitesse inférieure & la célérité de la lumiere.

L’ionospheére est considérée comme un plasma de densité n. ~ 10! électrons par m?
et donc de pulsation plasma :

1011 x (1,6.10-19)2 .
= ’ ~1,8.107rad - s*
“p \/9,1.10—31 < ssi0-1z = L810

s - . w .
a laquelle est associée une fréquence f, = 2—” ~ 2.8 MHz. Des ondes radios pro-

- 7 7T Y 'H
duites sur Terre, seules celles dont la fréquence f excéde f, peuvent traverser I’iono-
sphere ; les autres sont réfléchies, par I’atmospheére, vers la Terre.
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— Les communications entre la Terre et les satellites artificiels ne peuvent se réaliser
qu’a I’aide d’ondes hertziennes de fréquence élevée.

— Les ondes radio GO (de longueur d’onde A\ > 100 m et donc de fréquence

3.108 e . . ,
f< % = = 3 MHz) se réfléchissent sur I’ionosphére : leur propagation
n’est pas limitée par la courbure de la Terre, contrairement aux ondes de la bande
FM, dont la propagation est assurée par des relais.

3.6.3 Réflexion sur les métaux
Structure de I’onde

Considérons une O.P.P.M. qui arrive, depuis I’espace vide, sur une surface métallique
matérialisée par le plan (Ox, Oy), sous incidence normale. On notera Ey(M,t) le

champ électrique en un point M de I’espace vide et EQ(M, t) = 0 celui en un point
M du métal, suppose parfait, situé dans le demi-espace z > 0.

Le rayon incident R; est caractérisé par un vec- . L
teur d’onde k; = k &, et posséde un champ élec- vide métal
trique supposé polarisé selon ¢&,, son amplitude R. ki
complexe étant notée : ! ’ k,
. E —}Rt
Ey(M,t) = By ROVt g, Rre—
avec : O@y z
0 T
e T i(kz—wt) >
ki-OM = (0] -|y| =kz= E;(M,t) = Eyell &
k z

L’onde est partiellement réfléchie, avec un coefficient de réflexion (complexe) r tel
que le champ réfléchi a pour image complexe :

Er —rE, ei(Er.on_w't) e,
avec :
o - e _ ™ _ i(—kpz—w't) >
ky =—k.é, = k. -OM =—k,z=FE (M,t)=rEge €
Par suite, tout point M situé dans I’espace vide est soumis au champ électrique :
El(Mv t) — Ei(Ma t) + ET(M, t) = E, é»qc ei(szwt) + Kefi(kerrw/t)}

En un point P de la surface métallique, ou la densité surfacique de charge vaut o(P),
la relation de passage du champ électrique s’écrit :

. . P N .
Ey(Pt) — E1(Pt) = i )é‘z ou Ey(P,t)=0etz=0
€o

o(P)
€0
= Ey [e*i“’t +[e*i“"t =0 47

= —E\(Pt)-é =
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Cette équation devant étre vérifiée a toute date ¢, elle I’est a fortioria ladate t =0 :
l4+r=0=r=—-1=¢"
Remarque : Cette valeur montre que la réflexion de I’onde sur une surface métal-
lique s’accompagne d’un déphasage de .
Avec r = —1, I’équation (47) devient :
Ve Wt —e Wt o o —

Enfin, dans le vide, le champ électrique vérifie I’équation de d’Alembert :

qui indique que la vitesse de phase % s’identifiea c:

w = kc k w
{w’:krc = k—T—J_lzﬂcr_k
= E,(M,t)=—Eye“F—t g,

Finalement, dans le vide, le champ électrique vaut :

E\Mt) = EMt)+E.Mt)
_ EO elkz eflwt é}; o EO eflkzeflwt gx
= Ege ' (e —e %) &, = 21 e ! sin(kz) €,
= 2B, (7279 gin(kz) €,

ce qui montre que ce champ est stationnaire :
E1(M,t) = Re {El} — 2E, sin(wt) sin(kz) & (48)

Quant au champ magnétique, il peut se calculer de deux maniéres :

PREMIERE METHODE
Les champs :

=

Ei = E, ei(szwt) e, et Er =—E, efi(szrwt) e,

sont ceux d’ondes planes sinusoidales, pour lesquelles on peut appliquer les regles de
calcul :

OB . . L . -
o = wB rot B, =ik; NE, rtotE, =ik, NE,
ce qui conduit a :
. OB. . . .
rot B, = — o, = WwBi=iknE; = (iké.) A Eqeltk=—wt) &

é _ @ei(kz—wt

B, =- ) &, car w = ke
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OtE, =——" = wB, =ik AE, = (-ik&) A |—Ege b=t ¢,

= BT — @ e—i(kz—l—wt) éy
C

Par conséquent, I’image complexe du champ magnétique vaut, dans le vide :

By(M,t) = B(M,t)+B,.(M,1)
— & ei(kz—wt) e—’y 4 & e~ i(kztwt) é»y
Cc
Eo ot (. ; 2E, _,
= =0 e—lwt (elkz + e—lkz) é»y — 0 e—lwt COS(k‘Z) é»y
¢ c

_ = 2E
= Bi(M,t)=Re {51} = 70 cos(wt) cos(kz) €y

On remarque, a nouveau, I’absence de propagation de ce champ.

DEUXIEME METHODE

L"équation de Maxwell-Faraday : rot £ = _% peut s’appliquer sur I’expression
(48) du champ E; = E, &,
B = OE. 0OE, . OE, OE. - 0E, OE, -
PNy e )T e o ) Vo oy )
= % [2E) sin(wt) sin(kz)] €,
B
= % = —2kE sin(wt) cos(kz) €,
= Bi= 2k Ey cos(wt) cos(kz) €, avec E_L
= w c

Aspects énergétiques

En notant :
. . 2E,
E, = 2E, sin(wt) sin(kz) et B, = — cos(wt) cos(kz)
c

les champs électrique E; et magnétique B, conduisent & I’expression du vecteur de
Poynting :

— 1 - = 1 LS
II = —EANB=—E,Byé,;Néy
Ho Ho

E? . . »
= — sin(2wt) sin(2kz) €,

HoC

= <ﬁ> — 0 car (sin(2wt)) =0
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Par conséquent, une telle onde ne peut véhiculer de I’énergie. Cependant, la densité
volumique d’énergie électromagnétique n’est pas nulle :

E? B
Uem = EOTI + ﬁ = 2¢0E? sin®(wt) sin?(kz) + 2e9 B2 cos?(wt) cos?(kz)
. . . 1
car — = eo. Or, étant donné que (sin*(wt)) = (cos?(wt)) = 3 la valeur
HoC€

moyenne de u..,,, pendant une période, vaut :
(Uem) = e0F2 sin®(kz) + g9 B2 cos?(kz) = (Uem) = e0BE # 0
En conclusion, I’énergie électromagnétique accumulée dans I’espace ne se propage

. e d
pas ; elle oscille, comme le fait TI.

Courant surfacique
La relation de passage du champ magnétique entre le vide
(milieu 1) et le métal (milieu 2) s’écrit :

By — By = 1o Js N €5

B T
= JsNey=—— Bigcar Bogg =0
Ho

OU J5 = jsz €x + Jsy €, désigne la densité de courant surfacique sur le plan z = 0 :

Jsx 0 Jsy
js A gz = jsy ANlO] = _js:c
0 1 0
tandis que :
= = 2F 2E
Bip = lim By = lim |==2 cos(wt) cos(kz) ey, | = =0 cos(wt) €,
z—0— z—0 c c
Il s’ensuit d’une part que j,s = 0 et d’autre part que :
2F 2
e = =2 cos(wt) = Jo = —2 cos(wt) €,
Hoc Hoc

3.6.4 Propagation entre deux plans paralléles
Structure du champ électrique

Considérons I’espace vide compris entre deux surfaces planes, composées d’un métal
parfaitement conducteur et espacées d’une distance a.
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-—

U.T
T

Intéressons-nous a une onde sinusoidale qui se propage dans cet espace, dans la di-
rection de . L’étude de la section précédente a montré que la réflexion sur les pa-
rois métalliques rendait I’onde stationnaire dans la direction de .. C’est pourquoi le
champ électrique sera pris sous la forme ;
E = f(z) cos(ky y — wt) @, = E(z,y,t) .

en tout point de I’espace vide.
A ce champ est alors associée une image complexe :

E=f(a)e®w Vi, =B a./E. =Re{E.} (49)

Enxz = 0 etz = q, la présence d’un conducteur parfait, & I’intérieur duquel régne
un champ électrique nul impose des conditions aux limites associées a la relation de
passage du champ électrique :

lim |:E:(.’L', y7t):| - Eint = z Uy = f(O) x COS(kyy - Wt) U, = — Uy
x—0 €0 €0

Le produit scalaire par i, conduit alors a :
V(y,t), £(0) x cos(kyy —wt) =0= f(0) =0 (50)

De méme, a proximité de la surface métallique situéeen z = a :

lim [E(x,y,t)} — Epn= . Uy = f(a) cos(kyy — wt) U, = . Ug
r—a~ €0 €0
= Y(y,t), f(a) x cos(kyy —wt) =0= f(a) =0  (51)
Dans I’espace vide, I’équation de Maxwell-Faraday conduit a :
b= -2 o i (elE) = o (ol B)
= grad (divE) — AE = —Q (1&}3)

ou I’équation de Maxwell-Gauss :

divE = £ — 0 dans le vide
€0
et I’équation de Maxwell-Ampére :
— o 1 0E 1 OE
tB=pupj+ — — = — — dans le vide
ovs NOJ+02 ot c2 Ot



LYCEE SAINT-EXUPERY DE MANTES

73
fournissent :
—AF?——CIQ%QE = AE—;?;;ZG
= AEZ—C%%—O (52)

Remarque :

L’expression (49) ne permet pas | d’affirmer que I’onde est plane, ce qui
exclut I’emploi de la relation : rot E=ikAE.

En remarquant que :

0*E 0’E 0’E dzf .
_ =z =z =z _ i(kyy—wt
AL, Ox? * Oy? * 022 dz? ©
et que :
82Ez i —w
atz — _w2f e (kyy t)
I’équation de propagation devient :

£ (54)

Plusieurs cas peuvent alors se présenter :

) _ kf/f ei(kyy*“’t)

(53)

- Siw < cky, il existe une constante x € R** telle que :

2 =K :%—ﬁf_o
Cette équation admet pour solution homogeéne :
flz) =Xe™ 4 pe™™*
qui doit non seulement vérifier la condition (50)
f(0)=0= pu=—-X= f(x) =2\ sinh(kz)
mais également la condition (51) :
fa)=0 = 2XAsinh(ka)=0=XA=0cark #0eta#0
= f(x)=0= E=0
Dans ce cas, I’onde électromagnétique ne peut se propager entre les plaques.
- Siw = cky, I’équation (53) montre qu’il existe deux constantes A et u telles que
%ZO#%ZA#]‘(QE):)\CE#—M
qui doivent respecter les conditions aux limites (50) et (51)
(1078 = {80 ~ {423 50

A nouveau, cette configuration interdit la propagation d’une onde électromagné-
tique.
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- Siw > ck,, il existe une constante k, € R™* telle que :
%jfk§>0:si—jfk§:k§ (54)
De la sorte, I’équation différentielle (53) :
% +k2f=0
admet une solution harmonique :
f(z) = Eg sin(kyx) + Fy cos(k,x)
dans laquelle la constante E; est adaptée a la condition :
f(0)=0= E; =0= f(z) = Ey sin(kx)
Quant a la condition (51), elle impose :
f(a) =0= Eysin(kza) =0 = kya=nm,neN*

nm
= ky=—
a

Par conséquent, le champ électrique adopte la forme complexe :
= . (nT i(kyy—wt) =
FE = Ej sin (— 3:) eyt 7 p e N*
a

dont chaque valeur de n correspond a un mode (appelé TE.,,q). Dans la suite, nous
limiterons I’étude au mode TE g :

E = E, sin (”Tj) N T (55)

Pulsation de coupure

Le mode TE;, correspond a la valeur n = 1, qui permet d’écrire la relation (54) sous
la forme :

w2

2 1
T . . TC
k;:—Q—(—) == (wQ—wE) ol w, = —

c a c a

- Siw < we, kg < 0 montre qu’il existe un nombre & € R** tel que :

k, =ik = E, = Eysin (”—m) clliky—wt)
a

Cpe . (TI\  _;
= Eye ™ sin (—) e vt
a

= F, = Eye " sin (H> cos(wt)
a

Il s’agit 1a d’une onde stationnaire, qui ne peut
se propager loin entre les plaques : son inten-
sité décroit rapidement avec .
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- Siw = w, I'identité k&, = 0 conduit a:

z

E, = Eysin (Lx) e Wt
a

T gt‘ S

SR SR \“‘& TS
7, llllh \\\\\\\\\ o
”{{ 7 “‘“{{\k\\\\

E. = Ey sin (=
= 0 sm( . ) cos(wt) \““

\\\\\\\\\\\\“

A nouveau, cette onde est stationnaire : le
champ électrique n’est pas identiqguement nul
entre les plaques, mais il ne se propage pas.

— Lorsque w > w, :
2 _
ky=——5—>0 (56)
montre que k, est réel, de sorte que :
E, = Ej sin (E) elbvy—wt) — B — Fj sin (E) cos(kyy — wt)
a a

désigne le champ électrique d’une onde qui se propage dans la direction de e,
avec une vitesse de phase :

En conclusion, la propagation de I’onde entre les plaques est subordonnée a la valeur
relative de w qui doit excéder une pulsation de coupure w..

Vitesse de groupe

L’expression (56) de k,, conduit a celle de la vitesse de phase :

we c
= = >c

vy
Vw? —wl \/ wg

w?

. . s . d
tandis que la vitesse de groupe est définie par : v, = % , avec :
Yy

d
w2—w§:c2k§ = 2wdw = c?* x 2k, dk, é%x% 2

c? w?
= Vg X Vg = Ug:E:c 1—u7<c

Structure du champ magnétique

L’expression du champ électrique :

]

E=E,i.,/E, = Ey sin(kyx) cos(kyy — wt) ol ky =

S
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montre que I’onde n’est pas plane, auquel cas I’expression du champ magnétique s’ob-
tient a partir de I’équation de Maxwell-Faraday :

B 0B, _ 0B, o,
0B ()
at a%y _ aaEII OBL
ox oy
0B, . .
Frake kyEq sin(kzx) sin(kyy — wt)
0B
= 8;’ = kg Ep cos(kyz) cos(kyy — wt)
0B. 0
ot

La derniére équation montre que B, peut étre choisi nul (de sorte que Bl E), tandis
que:

Eok
B, = =% sin(kzx) cos(kyy — wt)
‘Zj k (57)
B, =— ot cos(kgx) sin(kyy — wt)

Interprétation

L’expression (55) du champ électrique montre que :

ikyx —ikyx
- elfe® _ o7 1RaT B .
E = E, 7 el (kyy—wi) @,
— @ ei(kzz+kyy7wt77r/2) q. — @ei(szz+kyy7wt77r/2) i
2 ) -

c’est-a-dire, en définissant les vecteurs :

. ka: . 7'1{"1‘
k2 ky | ethy=| Kk, Fy
0 0 i

le champ électrique apparait comme la superposition de deux champs, d’images com-
plexes :

S Ey .7 50
B\ = E,&./E, = - c(hoM-wt=r/2)
By= By /By =~ olFa 0Nt/

composant deux O.P.P.M. qui se propagent dans le vide avec des vecteurs d’onde

respectifs k1 et ko ; le schéma précédent révele que ces ondes se déduisent I’une de
I’autre par réflexion sur les plans métalliques. En outre, les identités :

o= 5 - e ==
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montre que chaque O.P.P.M. se propage a la célérité c de la lumiére.
Aux champs E, et £, sont associés les champs magnétiques B, et B, qui vérifient :

9B B »wB, =B,
ot
soit :
. - . ke 0 ky E,
wB =k ANE = |k, | Al 0] =]|-kE
0 E, 0
et:
B —ky 0 ky By
wB, = ky N E, ky | AL O | = kaBy
0 E

Ainsi, le champ magnétique B est, en tout point situé entre les plaques, la superposi-
tion des champs magnétiques d’images complexes B, et B, :

k

. . . 1 ky (E; + E5) B, = - (El +E2)
§:§1+32:; km(_El+E2) = ;:
O xT

=Y

B =—(-F E
w( E, +E,)

Ses composantes sont alors :

B, = ky Eo {ei(El-O—J\/lfwtfﬂ/Q)_ei(EQ-mfwtfw/m}
2w
— kyEO [ei(k1x+kyy7wt77r/2) _ ei(szx+kyy7wt77r/2):|
2w
ikpw _ a—iky
= @ei(kyy_“t) x & e = Fy Eo sin(kx) el Fvy=t)

w 2i w

kyE
= By =Re{B,} = =2 sin(ks) cos(kyy — wt)
w

et:
B, = 52 [ei(’a'mw*w/m +ei(132~m—wt77r/2)]
- 2w
= f@ {ei(kzx+kyy*wt—7r/2) + ei(*kszrkyyfwtfﬂ—/Q)}
2w
w
= _ka:EO COS(kmx) ei(kyy_“)t—ﬂ'/Q)
w

= By,=Re{B,}= —kmfo

cos(kqx) sin(kyy — wt)

On pourra s’assurer que ces deux expressions sont compatibles avec les relations (57).
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Propagation de I’énergie

Compte tenu des expressions (55) et (57), le vecteur de Poynting vaut, en tout point
M situé entre les plaques :

0 B, —-FE.B

- 1 5 = 1 1 4

n(M,t) = —EM,t)ABM,t)=— |0 |A|By|=—| E.B,
Ho Fo \ g, 0 Ho 0

= Hﬂ?(M’ t) € + Hy(Mv t) gﬂ
Ses composantes non nulles s’écrivent alors, en posant ¢ = k,y — wt :

1 E3k,
M,(M,t) = ——E,B, = —2"% xsin(k,x) cos$ x cos(kpz) sin ¢
y
Ho How

E2k,
= 450(4} sin(2k,x) sin(2¢)

et:
2

1 Esk
M,(M,t) = — E, B, = ¥ sin®(k,2) cos® ¢
Ho How

L. 27
Or, compte tenu des valeurs moyennes, sur une période 7' = — :
w

(sin(2¢)) = O et <cos2 ¢)> = %

il s’ensuit que :
E2k,
(), =06t (IL,),, = 2/305 sin? (k)
Ainsi, la valeur moyenne, sur une période, du vecteur de Poynting, vaut :
= — —
<H>M = (Ha)p €+ (Hy)y, €
= E3k, . =
= <H>M = o sin? (ko) €, (58)
z
Cette expression prouve la propagation de I’énergie h
entre les plaques, dans la direction de €. 4
Considérons alors une surface (X) comprise entre ﬁ) e
les plaques, de largeur a, de longueur h, située dans ( s a9,
un plan y = cte. En notant dSy; = dz dz &, un élé- M
ment de surface de (X), centré sur M, la puissance W>—.y

instantanée P(¢) qui traverse (3) a un instant ¢ est
liée au vecteur de Poynting :

‘éa
P(t)://(z) ﬁ(M,t)~d§M:><P>://(E) () - asy



LYCEE SAINT-EXUPERY DE MANTES 79

soit, compte tenu de I’expression (58) :

a h 2 2 a
Esk Egk,h
Py = / / 9 gin? (W—x) dzdz = M/ sin? (72) dz
=0 J2z=0 2/,&0(4) a 2“0“} 0 a
=a/2
EZkyha
7 P e

Quant a la densité volumique d’énergie électromagnétique, elle vaut a toute date ¢ et
en tout point M situé entre les plaques :

50E2 B2 o EoE?

1
M) = 5 — (B2 +B?
Uern (M, t) B +2M0 5 o ( 2+ y)
E?
= 602 0 sin®(kyz) cos? ¢
E?
2#0212 k2 sin® (ky2) cos® ¢ + k2 cos® (kyx) sin® ¢]

. 1 1 -
Puisque (sin® ¢) = 3 et (cos? ¢) = o1 la valeur moyenne de u..,,, sur une période a
pour expression :

z
E3 2\ h
(Uem) pr = TO (Eo + Moz)2> sin? (;)
271.2
ok, cos? (E>
4pgw? a

—Y

Considérons alors un parallélépipéde rectangle 3 de sec- |, g7
tion (X), d’épaisseur v, dt et donc de volume V' = hav, dt. _
L’énergie électromagnétique contenue a I’intérieur de ce vo- | -~
lume vaut, a toute date ¢ :

a h
Een(t) = /// Uern (P, t) dTp = / / Uem (P, t) ve dt dz dz
(V) =0 Jz=0

a h a
= (Com) = Ve dt/ / (Uem) p dodz = v, dth/ (Uem) p dz
=0 J2z=0 =0

ou les intégrales :

/0 sin? (%) dx = g et /0 cos? (ﬂ-—;) dz = g

dtha B2 R g
(@, = Vedtha (EO L )

®

conduisent a :

8 pow?  pow?
avec .
2 dtha E? 1
k2 =k =" = () = <100 careg= —
v T Y 0 2 < > 4/14002 €o /14062
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Par conséquent, si I’énergie se propage dans la direction de €, I’énergie moyenne
(€..,) contenue dans B traverse (X) pendant d¢, ce qui se traduit par :
vedthaEf  Egk,hadt Pk,

Con) = dt = = = U, -
< ) =(P) dpgc? 4pow v w Vg

W, . .
car vy = T L’expression de la vitesse de groupe :
Yy

2
Vg = — = Ve = Vg
Vg

montre finalement que I’énergie se propage avec la vitesse de groupe.

3.6.5 Rayonnement d’un dip6le oscillant

Champ électromagnétique

Soit O un point de I’espace ou se trouve un dipble électrique

de moment : u,
uz
ﬁ(t) = Po cos(wt) U, = p(t) U, M
dont I’image complexe sera notée :. P e\r
p(t) = p(t) . avec p(t) = poe " = p(t) = Re {p(t)} /QF

On admettra que ce dipdle produit, en un point M situé a une distance r, un potentiel
vecteur retardé :

% po dp po dp
AM,t) = — — =-— —=
A ) drr dt|,_. dmr dt|,_. i
ou:
d . i o
i —iwpge Wt = A(M,t) = _ BP0 —iwt gikr gyec = £
dt|, 4mr c
On définit alors une fonction complexe F(t) = _LOHOPO o —iwt de manigre a pouvoir
. 47
poser :
. eikr
A(M,t) = E(t) — s
r

Ce potentiel vecteur est a I’origine d’un champ magnétique d’image complexe :

=

L N ikr
B(M,t) = rtot A(M,t) = F(t)rot (e ﬁ)
r

N eikr
rot i, + grad ( ) A ﬁz]
r

elkr

E(t)
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— o
avecrotu, = 0et:

_ eikr d eikr . . 1 ik .
grad = — L= ——+ =) 4
r dr \ r r2

=

= B(M,t)=E(H) =

(1 —ikr) sinf, (59)

Dans le vide, I’équation de Maxwell-Ampére permet de déduire I’expression du
champ électrique :

1 OE .
ERTES
1 9 10
= = (sin0B) il, — - — (rB) @
r sinf 06 (sin6 B) @ r Or (rB) ts
1 0 elkr v 9L 10 wr (10N Lol -
= 7 59 E(t)TT(l—lkr)sm 9} ur—Tar[F(t)e ;—1k sin | g
ikr eik‘r
= 2F(t) 3 (1 —ikr) cosOu, + F(t) 3 (1 — ikr — k*r?) sin 6 @y
L’expression de F'(t) fournit, en outre :
. i 1
AF(t) = —iwc? HOPO o —iwt —ILp car poc® = —
47 4meg = €0

Les composantes radiale et orthoradiale de E vérifient alors :

aaﬁtr = 74;620 poe W x 2(;%0 e*r (1 — ikr)
= E. = 4560 X %’%‘9 e*r (1 — ikr) (60)
et:
859 = —4:;0 poe @t x g e (1 — ikr — E%r?)
> Ey= 47%0 Sl%g 7 (1 — ikr — k2r2) (61)

Remarque : Dans le cadre de I’A.R.Q.S., w est assez faible pour que I’on puisse
poser :

2 cosf sin 6
p % e p
TEQ 73 4reg 73

krzwf<<1:> E, ~
c 4

Ces expressions sont aussi celles des composantes du champ électrique produit par
un dipdle électrostatique (cf. cours de premiére année).
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Zone de rayonnement

En explicitant ;
F(t) = —iw L:;po e Wetp =pye
. p

les expressions (59), (60) et (61) :

5, 1—ik .
E == sz ﬁtp/ﬁw = —iw 11'2077]:0 X r21 r Sineel(kT7Wt)
2]90 1 —ikr i(kr—wt)
E, = Ineg X 3 cosfe
Do 1 —ikr — k272 . i(Br—wt)
Ly, = dmeq X .3 sinfe

montrent que les champs E et B se propagent selon un mode sinusoidal de longueur

, _ 27
d’onde \ = -

Définition 15. On appelle zone de rayonnement I’ensemble des points de I’espace
assez éloignés de la source O pour que r > .

Dans la zone de rayonnement, on trouve donc :
r
kr=2m—>1
A

ce qui permet de simplifier les expressions de B, E,. et E, :

k (o
B, ~ _HOPO DGy g eitkr=wt) avec k= &
T r c
5 IU’OWZPO sin ¢ i(kr—wt) —
= B~-— T X — e Uy (62)
~ 2 X lkl cos f el kr=wt)
= dmeg 13
2,2
By ~ -1 M7 in g eitkr—en
dmeg 713
Notamment, en remarquant que :
E, sin 6 . ™
| =krx > 1810 #+—
‘ET " 2 cos b 7 2

il est possible de négliger £, dans I’expression du champ électrique :

2 .
w sinf . N 1
E, . Do . « e1(kr7wt) ol 5002 _
dmege T Ho
- R fow’po SN0 g -
= E~FBEyjiyg=—"—"-x—¢ T“’)u(; (63)

47 r

D’une part les expressions (62) et (63) montrent que les champs électrique et magné-
tique sont orthogonaux et d’autre part, en notant k = k .. :
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kw? sinfd
__Ho = Po ~ . el(kr7Wt)ﬁr A g

e
>

3
\

LS R w
avec U, Nip =, etk = —
C

3 .

w sinf . - o

= —M04 Po X —e‘(’”’“’t)ﬁ@ék/\E:w
e r

ce qui montre que, localement I’onde présente une structure plane.

Propagation de I’énergie

Soit M un point de la zone de rayonnement, ou les champs électriques et magnétiques
sont donnés par :

pow?py  sind
X
47 r

E’(M,t):E_':Re{E}:f cos(kr — wt) iy

. . - w? sin 0
B(M,t) = B = Re {Q} _/1047TCPO X IT cos(kr — wt) Uy,

Le vecteur de Poynting s’y exprime donc par :
o powip?  sin?0

T(M,0)= L EAB
= = X
’ 110 1672¢ r2

cos? (kr —wt) i,

Calculons alors la puissance qui traverse une surface sphé-
rique de rayon r, a la date ¢ :

P(t) = ﬂ T (M, t) - dSy ot dSy; = 72 sin0dfdp i,
)
4,2 ™ o
= How o cos? (kr — wt)/ sin30d9/ de
1672c 0=0 o=0
4,2 ™
= HYDO o2 (kr — wt) / sin® 6 df
3me 0=0
ou:
™ s 3 s
/ sin®0dd = / sin@ (1 — cos?0)df = {—cos&—f—cos 9} _4
0 0 3 1, 3

4,2
How "Dy
t) =
P®) 6me

= cos? (kr — wt)

L. 2
La valeur moyenne de P sur une période 7' = — vaut alors :
w

4,2
<P> _ HoW Py

1
2 _
e S (cos?(kr — wt)) = 3
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3.7 Compléments de magnétostatique

3.7.1 Théoréeme d’Ampeére

En magnétostatique, I’équation de Maxwell-Ampére se simplifie :

_ oE .
rot B = jio '+ pogo = = 10t B = o J

ot
Considérons un parcours fermé (I") délimitant une surface g B(P) =
orientée (X) : les doigts de la main droite tournant dans le sens dsSp
du parcours (T"), le pouce tendu donne le sens et la direction
d’un vecteur 77 qui servira a orienter les surfaces élémentaires
dSp en chaque point P. M qon

La circulation de 3 le long de (I") est alors définie par :

I

Cp E?(M).do_z\i:// rot B(P) - dSp
r) (=)

= Mo// J(P)- dSp = Cp = o Iint
()

ou i représente I’intensité du courant qui traverse (X2) ; cette intensité est algébrique :
elle est comptée positivement dans le sens indiqué par le vecteur 7.

EXEMPLE
Calculons le champ magnétique produit dans I’espace par un cable
coaxial cylindrique. Le cable est composé :
— d’un cceur métallique (cylindre de rayon R; ), parcouru par un
courant constant et uniforme d’intensité I ;
— d’une gaine métallique (cylindre évidé de rayons Ro et €
R3 > R») coaxiale, parcourue par un courant de méme in-
tensité I mais de sens opposé.

Soit (I") un parcours circulaire, de rayon r, de méme axe A que le cble, sur lequel peut étre défini un
—_—
déplacement élémentaire : dOM = rd6 ép.

Compte tenu de la distribution des courants, le champ magnétique en un point
M de (T") ne dépend que de r et est orthoradial, car le plan passant par M et A
est un plan de symétrie pour le courant :

B(M) = B(r) iy
Par suite, la circulation de 3 le long de (I") est définie par :
S ?{ B(M)-dOM = ¢ B(r) x rdf = 271 B(r)
() (™)

— Pour 7 < Ry, (T") circonscrit une surface (X) circulaire de rayon r et donc d’aire S; = 7r2.
La densité surfacique de courant qui traverse S; vaut :

. Tint T
R )

ou Jint désigne le courant qui traverse (X).
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En revanche, la section wR2 du coeur est traversée par un courant d’intensité I et donc de densité :

0 he I In?
- mR? a2 mR?

J

Le théoréme d’Ampére indique alors que :

Ir? pol
Cp = pol; = 27mrB(r) = — = B(r) =
B = Kolint 7r B(r) = po Rf () QWR% T
= polr
= B(r> R1) =
(r 1) QTFR% o

— Pour Ry < r < Ry, le courant qui traverse la surface circonscrite par (I") est
aussi celui qui circule dans le conducteur de cceur ; son intensité vaut :

_ I
Iiw=I=2arB(r) =puol = B(R1<r<Rz) =—¢

— Pour Ry < r < Ra, lasurface circonscrite par (T") est traversée par des courants de sens contraires :
— celui, d’intensité 7, qui circule dans le conducteur central ;

— celui, de densité 7, qui circule dans une fraction du conducteur extérieur, laquelle fraction a pour
aire :

So =72 — 7R3
auquel cas ce courant a pour intensité :

I' =58 =jn (rz—Rg)

alors que son intensité vaut I & travers la section d’aire 7 (R% — R%) du conducteur externe :

j ! Lok oo
] = — e - =
m (B3 — R3) R§ — R}
Par conséquent, la surface circonscrite par (") est traversée dans le sens de €, par un courant d’inten-
sité :
2 _ R2 R2 2
Im=1-I'=1 (17%) =1x§77"2
RB - RQ R3 - RQ
Le théoréme d’Ampeére indique alors que :

B(r) x 2 I><7R§7T2:>B"(R< < R3) Ixipbgirz el
r r = r = &
Ko s 5 a)= ol X o B-m

— Lorsque » > Rs, la surface circonscrite par (I") est traversée par les
courants, de sens opposés, qui circulent a travers les deux conducteurs :

fim=I—-1=0

Le théoréme d’Ampere devient :

B(?”) X 27wr = po lip =0 = E(T’>R3):6

Les expressions ainsi obtenues montrent la continuité de B(r) (du reste associée & I’absence de courant
surfacique), dont la norme a pour représentation graphique :
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pol/2m R,

pol/2m Ry

3.7.2 Dip6le magnétique
Potentiel et champ créés

Définition 16. Soit une boucle de courant (T") plane, infinitésimale, parcourue par un
courant d’intensité I et orientée a I’aide d’un vecteur unitaire 7 (par la régle de la main
droite).

Une telle boucle constitue un dipble magnétique et son moment o
magnétique est défini par :

S)

M=157
T

Soit M un point de I’espace repéré par ses coordonnées sphériques (7,6, ) d’un
repére a I’origine O duquel se trouve un dipdle (électrique de moment p'ou magnétique

2
de moment ).

R

]
‘6L

S

X

On admettra que le potentiel vecteur /T(M) créé par M au point M est analogue au
potentiel scalaire V(M) créé en M par j':

x

: : 1 7&
dipole électrique : V(M) =
p q (M) ey <
MAE
dip6le magnétique : E(M) = R o -
A7 r2

Le champ magnétique E(M) = B, é. + Bgey + B, €, s’en déduit a I’aide des
composantes de A :

oM sinf Az
= i x 2 G = AeCe

A= A(M)
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et de la relation :

-, — o 1 sm9A BAg L1 1 0A, 0(rd,)
B = rotA=- - - £
o T [ Oy } Ty Lin@ Oy or <0
1 79( rAg) 0A,
+7
r or 00
1 0 10 -
= rsmeae(smOA) rar(rA)egcarAngetArfO
Le champ B a donc deux composantes non nulles :
10 [pem sin? 6 o9 2cosd
" rsinf 06 { r2 = Br= T = 73 (64)
et:
1 . .
By = _72 oI o sin ¢ ~ By = o sinf (65)
r Oor r 47 73

dont on remarque I’analogie avec les composantes du champ électrique E=E,é +FEyéy
produit par p'en M :
12 2 cos 0 P sin 6

= et By =
4meg 73 o 4Teg r3

Champ produit par une spire circulaire

Soit (S) une spire circulaire plane parcourue par un courant

d’intensité I, le long de laquelle un point P décrit un dépla-
—_—

cement élémentaire dOP = a df &y, a I’origine d’un champ
magnétique en un point M de I’axe de (S) :

—_— —
”LI dOP N PM
47 PM3
—_— —
Hol dOPANPM
47 (8) P]M'd

6B(M) =

S

K

= E(M):

oll PM = v/a? + 22 tandis que B(M) est colinéaire a &, (I’axe O M est Iintersection
des plans d’antisymétrie de (S)) :

By =Be. =B — & -Bowy =l ! (dO_J’DAm) 2
B - T PMB [ “
pol 1 (—> ﬂ> =3
£ot PM AE,) - dOP
ir " PMP ?{3) °
avec
—
PMANeE, = PMsinaey=acy
pol 1 o S tol a?
= B:EX P /620(a69)~(ad9€9)zﬂ>< P X 21
= pola?

= B(M)= (66)

2PM3 &
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A grande distance de O, c’est-a-dire lorsque z > a permet de poser :
PM=+a?2+22~z=r

la spire (S) est assimilable & un dipdle magnétique de moment :
— . 9 o
M=1Se, =1xma“¢e,

qui produit en M un champ magnétique dont les composantes sont données par les
expressions (64) et (65), dans lesquelles :

— 2
M = ma’l B_MOWGQI E_MOaQI
0=0 = " 4w r3 2r3
L By =0
€. =€,
2
= poal
= B= o3 €r

Cette loi est compatible avec I’expression (66) pour laquelle :

gz:€r 5] N/JUIa2—»
{PMNT' = B(M) ~ 5,3 e

3.7.3 Action d’un champ magnétique sur un dipdle
Force de Laplace

Considérons un fil électrique (F) dans lequel circule un courant d’intensité I, plongé
dans une région ol regne un champ magnétique B.

Supposons que tous les porteurs de charge mobiles possedent la méme vitesse 7 et
isolons, dans (F), un élément cylindrique (£) au voisinage d’un point M de (F).

v
i

ds

=
S
—_—

Pendant une durée dt, seule la charge g contenue dans (£) participe au courant

0 . . s
1= E(ff’ en conséquence de quoi (£) est soumis a la force de Lorentz :

SF(M) = dq@(M) A B(M) = Idt#(M) A B(M)

—
dOM — g \ .
ou v(M) = % = ¥(M)dt = dOM conduit finalement & I’expression de la

force de Laplace qui s’exerce sur I’élément (&) caractérisé par dOM :

SF(M) = I(M)dOM A B(M)
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0q
dT]\/[
charge mobiles, présents dans le volume dr,, de (£), on définit la densité volumique
de force de Laplace par :

ﬂ SF(M)  dq . _

P = 2= = 2L 5(0) A BM) = ., (M) F(M) A B(M)

Remarque : En définissant par p,, = la densité volumique des porteurs de

ol I’on reconnait la définition de la densité de courant 7= p¥':

F,(M) = JIM) A B(M)

Résultante des forces de Laplace

Un dipdle magnétique est matérialisé par une spire plane
(S) parcourue par un courant d’intensité 1.

Un élément dOM de (8), situé dans un champ magné-
tique B(M), est alors soumis a une force de Laplace :

S o

— — —
SF(M)=1dOM A B(M)
dont la résultante vaut :

— — —
Féj{ I1dOM N B(M) (67)
(8)
Si le champ magnétique est uniforme : ]§(M) = B, cette résultante devient :
ﬁ:]( d()—J\i)AE:ﬁcarj{ dOM =10
(S) (S)

Si le champ magnétique est non uniforme, la résultante F nest pas nécessairement
nulle.

EXEMPLE
Considérons une région de I’espace dans laquelle regne un champ magnétique B = By €, + By €y + B €,
dont les composantes s’écrivent, en coordonnées cylindriques :

By = ar
By =0 ou « et By sont des constantes.
. = Bo — 2az

On peut s’assurer qu’un tel champ vérifie I’équation : divE = 0, avec :

L, 10 1 0By OB,
divE=>-—rB,)+ - —+
r 8T( ) r 00 0z
Soit M un point d’une spire circulaire plane, de rayon r, de centre O, parcourue par un courant d’intensité
—
I et donc de moment magnétique 9t = 721 &,. Un déplacement élémentaire de M sur (S) s’écrivant :

hidhy i )
dOM = rdf &y, il s’ensuit que :

0 ar
dOMAB=(rdo| A 0 =r (By —2az) d0é. —ar?dlé,
0 By — 2az
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Par suite, le dipdle magnétique constitué par (S) est soumis a la résultante (67) :

N 27 27
F = Ir(By—2az) / é-df — Iar? &, de
0 0

27
= —2ralr?é, car / é.do =0
0

= — =
= F=-2aM#0

Moment des forces de Laplace

ad
€y

&

Considérons a nouveau un dipdle magnétique matérialisé par (5) ¢
. . . Y a

une spire plane circulaire (S) de centre O, de rayon a, par- /\
courue par un courant d’intensité 7. Chaque point de (S) est O ¢

repéré par ses coordonnées polaires (a, 9) : %

T

z

1

— —
OM =aé. = dOM =adféy = —adf sinf €, +adf cosd e, (68)

Enfin, ce dipble, caractérisé par un moment magnétique :
— 2 o
M =1 x ma”ée, (69)
est soumis a un champ magnétique que I’on supposera uniforme :
B=B,é +B,é,+B.¢. (70)

Sous I’effet de ce champ, chaque point M de (S) est soumis a une force de Laplace :

de momenten O :
— N —_— —
SMo = OM AGSFL(M)=10M A (dOM A B)
—_— o —
- (OM-B) x dOM — 1 B x (OM- dOM)
Le moment résultant vaut alors :

/\?tosz (O_M.B’) dOM —IB ¢ OM - dOM
)

ou:
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Or, les identités (68) et (70) fournissent :

—

OM-B = aB,é - +aB,é -é,+aB.,é,-¢&.
‘ N——
=0

= aB; cos0+aDB, sind

d’ou il découle qu’en coordonnées cartésiennes :

—B, sin6 cos — B, sin* 6
— L — ) y 5L
(OM~B> x dOM =a°df | B,cos*0+ Bycosf sind
0

En remarquant que :
27 27 27
/ sin 0 cos@d@zOet/ cos29d9:/ sin0df = 7
0 0 0

la relation (71) devient :

. —m By —ma?l By
Mo=1Id®| nB, | = ma?IB,
0 0

Quant a I’expression (69), elle conduit a :

0 B, —ma?l B,
— -
MAB = 0 ANBy|=1|nm a’*I B,
wa’l B, 0

— = —
= Mo=9MAB

On pourra admettre le caractére général de cette relation.

Remarque : Cette expression du moment des forces de Laplace qui s’exercent sur
un dipble magnétique est analogue a celle du moment qui s exerce sur un dipole élec-
trique plongé dans un champ électrique F :

./\;lo:ﬁ/\E_"

L’analogie précédente s’étend & I’énergie potentielle d’interaction &, iy entre le mo-
ment d’un dipdle et le champ dans lequel il est plongé :

—

Dipole électrique : &y it = —p- E

Dipdle magnétique : &, int = M. E

Enfin, le principe du moment Mo = 971 A B est appliqué dans le moteur une spire
(S), parcourue par un courant 4, constitue un dipdle de moment m plonge dans le

champ magnétique B créé par un stator. Sous Ieffet de B, un moment Mo apparait,
qui fait tourner (S) jusqu’a ce qu’un collecteur prive (S) de courant, au profit d’une
nouvelle spire (S') :
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3.8 Induction électromagnétique

3.8.1 Force électromotrice

Intéressons-nous a un porteur P mobile, de charge ¢, situé en un point A/ d’un conduc-
teur (C) et anime d’une vitesse ¥, par rapport au laboratoire.
Ce porteur est alors soumis & une force électromagnétique :

L . _ Uuyc
F:qE(M)—f—q’UJw/L‘/\B(M) /ﬁ(\c)

L — A
ou E(M) = —gradV — 04

(0]
ot Ri

YLl - M
Définissons alors :

— le champ électrostatique en M : E, = — grad V(M) ;
— le champ électromoteur en M :

de maniére a poser :
— — — e — — —
Bt = Ec(M) + Eopp, = —gradV + Eep, (M) = F = q Eigt(M) (72)

Définition 17. On appelle force électromotrice (f.6.m.) entre les points A et B d’un
conducteur C I’intégrale :

B — - ﬂ,
eABé/ Eer (M) - OM E } I
A A B

Remarque : La définition de Eem montre que eag > 0 est a I’origine de la mise

- = - - 7
en mouvement des charges positives dans le sens de AB ; par convention, une f.é.m.
positive e 4 g sera orientée dans le méme sens que le courant I qu’elle génére.

Dans un conducteur, le porteur de charge, de masse m, est soumis a la force élec-
tromagnétique F' = q Eiot(M) ainsi qu’a une force de frottement Fiy = — A4y /¢, OU
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A est une constante positive et ou v, /c est la vitesse du porteur dans le référentiel
du conducteur. La loi fondamentale de la dynamique indique qu’il existe une vitesse
limite ;¢ telle que :

- - - o q =
F+ Fr=0= tyyc = N Eot
Ainsi, dans un milieu contenant une densité volumique de n porteurs mobiles par unité
de volume, la densité de courant dans le conducteur vaut :

. ng® = =
J=nqime = = Ba =0 FEot

dOM
Ce faisant, dans un conducteur élémentaire de section .S,
parcouru par un courant d’intensité 4, il est possible de
calculer :

1

S
s — 1., — 1. 11
Eyo-dOM = —7-dOM =—jx dOM = —- —-dOM
o o oS
= IR x1
N dOM - . . ) i
ol dR = est la résistance du conducteur élémentaire. Par conséquent, la cir-
g
culation de FEiy veérifie la loi d’Ohm le long d’un conducteur de résistance totale R :

B N _
/ FEiot - dAOM = Ri 4/”_\3
A
ou le courant 7 est orienté de A vers B.
Considérons maintenant un circuit comportant :

— une résistance totale R ; B i
— une force électromotrice eg ; R
— un courant ¢ orienté dans le méme sens que e ; U ﬂ
— deux points A et B entre lesquels peut se mesurer la tension ]60
u=Va — Vp. A
En parcourant ce circuit dans le sens défini par ¢, la relation (72) devient :
B — —_— B B . B — —_—
/ Eo(M)- dOM = —/ grad V - dOM+/ Eep(M)- dOM
A A A
= Ri=Vay4—Vp+4+e= Ri=u+eg (73)

On pourra désormais retenir cette loi sous la forme suivante :

Dans un circuit, la somme des tensions et forces électromotrices ren-
contrées dans le sens de 7 vaut Ri.

Remarque : 1l s’agit en fait d’une autre formulation de la loi des mailles : la somme
des tensions et forces électromotrices aux bornes de tous les dipbles constituant une
maille est nulle.
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EXEMPLES
— Considérons un circuit comportant une unique résistance R entre lesbornes Aet B.La A i
loi (73) permet alors de retrouver la loi d’Ohm :
u m R
u= Ri B

— Supposons qu’entre les bornes A et B se trouve une source de tension de force électromotrice eg. La
loi (73) conduit a:
A

——

(Pl

— Si un générateur (de résistance interne r et de f.&.m. eo) est placé entre les bornes A A4 i
et B, la relation (73) devient :

r
rhi=ey)—u= u=ey—Ti Y m

- A . Lo L €
ce qui correspond a la tension aux bornes du générateur. B ] 0

ep—u=0= u=ep

ce qui montre que la force électromotrice e est aussi la tension aux bornes de la %
source. B

— Enfin, considérons un récepteur (moteur, électrolyseur, ...) de force contre-
électromotrice eq (ep est orienté en sens inverse de 7). La loi (73) fournit alors : m r

r=u—ey)=> u=eg+ri ‘e
0

3.8.2 Circuit immobile dans un champ variable

Auto-induction

Soit (C) un circuit dans lequel circule un courant d’inten-
sité 7, lequel courant produit, en tout point M/ de I’espace,
un champ magnétique donné par la loi de Biot et Savart : N

—_— —
- _ kol dOPAPM . [ Pe(C)
BOD =" f;c) e M\ Me© : (©)
Le flux de ce champ a travers la surface (3) circonscrite P qop

dans (C) :
—

—

~ . . 1o . 40D A PM

p :// B(M) - d§ :Ix—// A,y - ¢ LA
N (=) (M) - 45 ar J)y M S PMP

est proportionnel a I :
¢pp=Lx1I (74)

Dans cette relation, L est le coefficient d’auto-inductance du circuit (en henry : H),
qui ne dépend que de sa geométrie.
Inductance mutuelle

Soient (Cy) et (C2) deux circuits parcourus par les courants respectifs I; et I, qui
circonscrivent les surfaces (31) et (X2).
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IZ (CQ) Il (Cl)
o) M, M,
d 07\'42 dSp, d OT% dSp,

En chaque point P; de (31), le champ magnétique :
B(Py) = B1(Py) + By(P))

est la superposition :
— du champ produit par les points M de (Cy) :

I; dOM{ A M, P,
5 Mol 1 147
Bi(Py) :j{

(1) 4 Mle’

— et du champ Eg(Pl) produit par les points M, de (C3), qui dérive du potentiel

vecteur :
I, dOM,
e Hol2
APy = 7{
2(P1) () 4T MaPy

Le flux du champ magnétique a travers (X;) est alors défini par :

¢ = / / B(Py)- dSp, = / / By (Py)- dSp, + / By(Py) - dSp,
(21) (21)

ou :
/ By(Py) - dSp, = LI
(Z1)

conformément a la loi (74) dans laquelle L, est I’auto-inductance de (C;). En outre :

f Ay(My) - dOM; (théoréme de Stokes)

o ,LLOIQ% f dOM2 dOM1
1) J(cs) - MM,

—_—
= MIyavec M= j{ f Ko —dOM2 dOM,
) Jca) My My

/ By(Py) - dSp,
(1)

Par conséquent :
o =L + M1 (75)

De méme, le flux du champ magnétique & travers (32) vaut :

$2 = / / B(Py) - dSp, = / / Bi(P,) - dSp, + / By(P,) - dSp,
EQ (22)
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ou §2(P2) est le champ produit en P, par Cs, de sorte que :

// By(Py) - dSp, = Ly,
(32)

et ou §1(P2) désigne le champ produit en P, par chaque point de Cy :

- - — — — —
/ Bl(Pg) . dSp2 = // rot A1(P2) . dSp2 = A1(M2) dOM2
(32) (22) (C2)
avec :
I dOM
T Mol 1
A (M = —
1(Mz) Ar Jo, My M,
1 dOM, - dAOM
=3 a Hol1 1° 2
= Bi(P,) - dSp, = ?{ ?{ — =M1
//(22> () dSn = T e  MiMy '
Il s’ensuit que :
G2 = Lols + M I (76)

Loi de Faraday

Soit (C) un circuit refermé sur lui-méme de maniére a cir- (€)
conscrire une surface (). Le flux du champ magnétique a ) I

travers (X) est défini par : M dsSp
¢B;// E(P,t).d§p://r_m’A’(P,t)-d§p A0
) >
c’est-a-dire, en tenant compte du théoréme de Stockes-Ampére :
- — - —
op(t) = A(M,t)- dOM et pp(t + dt) = A(M,t+ dt) - dOM
©) ©)
Donc, pendant dt, le flux ¢ g varie de la quantité :
dop = dp(t + dt) — op(t) = }{ [/T(M,t—k dt) — A(M, t)] - dOM
C
= f{ 94l 4. aoM
c Ot
M.t
dt o Ot
M.t

Quant a la force électromotrice rencontrée dans (C), elle s’écrit :

0A

-t Tarye A B(M)

. N — L
€0 = %Ee’m(Ma t) ' dOM/Ee'm(Ma t) =
C

Mt

)
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Or, le déplacement élémentaire dOM est réalisé dans le référentiel de C :

dOM
~ ~ —
T =vym/c = dOMZUM/Cdt

_%M
. Ot
d¢p

o

ou I’on définit I’intégrale :

de sorte que :

€o

= — = —
C
M.t

)

E f (/0 A BOM)| - Fagje dt = f (Farjc A inrye) - B(M) dt
c c
Notamment, lorsque le circuit est immobile :
UM/C :6M/£ =J=0
conduit a la loi de Faraday :

98

0= T

Relation courant-tension d’une bobine

Soient A et B les bornes d’une bobine de résistance r et d’auto-inductance L, traversée
par un courant 4, sous une tension u = V4 — Vp.

A, 1 A1
T

U (L,r) équivalent & : wu 9

] [
B B

En convention récepteur, la loi (73) devient :
d
ry = u—f—eoaVECeO:—%et(ﬁB:Li

di di
U dt:>u re + 1

Bobines en interaction

Soient BB et B, deux bobines d’auto-inductances respectives L1 et Lo, de résistances
r1, T2, alimentées par des tensions u; et us, parcourues par des courants d’intensités
11 et io.

L’interaction magnétique de ces bobines est supposée caractérisée par le coefficient
d’induction mutuelle M.
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6 M g w Mo
= N2

. N T 7.
équivalent a : 1 2
Bg () a Uy Uo

o' LONOE

En convention récepteur, la loi (73) prend la forme :

Uy Bl

111 =U1 +e1 = up =1yt — e

avec :
61:_% = —%(Lm—i-Miz):—Ll%_M%
= “1—T121+L1%+M%
De méme : up = rais + Lo C(lit +M%

Par conséquent, la puissance électrique regue par le systéme {53, + By} est définie
par :

Pregue = uity + ugis
diq dig dio diq

= 7yt + Lyig—— q +M1d +T212+L222d +M2dt

, , d
= Tﬂ? + ngg + — 1 ( L1Z1 + = L222 + M2122>
En remarquant que 71i3 + roi3 représente la puissance Joule Pjoue regue par

{B; + By}, I’énergie électromagnétique €&.,, accumulée dans le systeme vérifie le
bilan :

d€cm
Pregue = PJouIe + — at
15,1 5 .
= Cem = 5 Ll’Ll aF 5 LQZQ + Miqig

Application : le transformateur

Un transformateur est composé de deux enroulements (bobines) comportant respecti-
vement N; et N, spires. Le couplage magnétique entre ces enroulements est assuré

par un circuit magnétique (C).

U2u1

\H\\H

QJIIIITT)
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On notera :

— u; latension aux bornes de 53, (enroulement primaire), i, le courant qui circule
dans B; et ¢ le flux du champ magnétique a travers By ;

— wuo latension aux bornes de B, (enroulement secondaire), i, le courant qui circule
dans B; et ¢ le flux du champ magnétique a travers Bs.

— ¢o le flux du champ magnétique a travers une section droite de C; si le circuit
magnétique est parfait, les enroulements de N, spires et de N, spires sont traversés
par les flux magnétiques :

$1 = N1¢o et g2 = Nagy (77)
La loi des mailles, appliquée & B4, conduit a :
‘ . . doy dgo
— =0 = = —ej0leg =——>=—-N;——
up —rit; +ex Uy =712 —e;p 0Uep 1 "
d
= U :Tlil +N1 % (78)
tandis qu’appliquée a Bo, elle fournit :
. L doo d¢o
- —u =0 = =e3 — Ouey = ——— = —Ng ——
€2 212 U2 U2 €2 212 €2 dt 2 at
d
= Uz = —NQ % — 7"2i2 (79)

Pour limiter les pertes par effet Joule, les résistances r; et ro sont souvent choisies
assez faibles pour qu’il soit légitime de simplifier les relations (78) et (79) :

dgo dgo
~ N —— etug = —Ngy —— 80
=My 27at (80)
Ces derniéres identités permettent de montrer que :
N.
Uy = _F? (1 (81)

. Ny |, . .

Le choix du rapport o détermine alors la tension uo aux bornes de I’enroulement
; 1

secondaire.

Quant aux identités (75), (76) et (77), elles fournissent :
¢1 = L1i1 + M izs = N1go N N1Nagg = NaLyiy + NoM io
¢2 = Lats + M iy = Nagy N1N2¢g = N1Loia + N1 M iy
= NoLqi1 + NoM i9 = NyLgig + N1 M iy
Notamment, lorsque i, = 0, cette équation devient :
Ly M
NoLyiy = N\Mi — =
2Lt 11 = N, N,
ce qui prouve I’existence d’un réel K tel que :

NN n=EN
M=K Ny
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de sorte que :

o1 =1Ly

’il +Mi2:N1¢o = KN1i1+KN2i2:N1¢0
. . N
= Niiy + Noig = ?1 ®o (82)

Supposons que I’enroulement primaire soit alimenté sous une tension sinusoidale
uy(t) = Uyo cos(wt), d’image complexe w, = Ujge&*t. Si Z, = Z; ¥t désigne
I’impédance d’entrée :

. ur  Uio (i Uio
= = “ D dwt=en) — 10691 qvec [ = —2
(3 Zl Zl 10 10 Z1
Quant a la relation (81), elle révele que :
No NoUio i,
S A
; NoyU
= wu, = —Us " avec Uy = j\] 10
1

Par suite, en notant Z, = Z el#2 |'impédance raccordée a I’enroulement secondaire,

on trouve :

u

=2

G =

22 7
=2

Uso i — Uso
= 220 gi(wt=2) — _ [ Q@i =w2) guec [on = —20
Za 20 Vet Z

Enfin, la premiére des relations (80) révele que I'image complexe ¢, de ¢y Vérifie :

uy =N

d¢ 1 Uy
o _; =1 = Y0 wt-n/2)
af = N1, = Nigy = = = J

Par conséquent, I’équation (82) admet pour image complexe :

Nlil +N212 =

%?0 = NIIIO ej(wt_tpl) — N2I20 ej("”t_‘”) — M ej((—u't—ﬂ'/Q)

Kw

= N1[10 eij(pl — NQIQO eijt'o2 = —

. . N U .

= Re {lelo e e _ NoIs e-]sﬂz} _ [1( 10 Re {e—jﬂ'/2}
= N1[10 COs 1 — NQIQO COS 2 = 0

= Niljp cospy = Nalyy cos ps

Enfin, I’équation (80) conduit a :

Uy =

=
=

N.
*FQ Uio = NaUig = —N1Usyg
1

N1110 COS 1 X (NgUlo) = Nllgo COS g X (—NlUQ())
Uiol1o cos o1 = —Uszola cos o2

ou I’on reconnait d’une part I’expression de la puissance moyenne recue par I’enrou-

lement (B;) :

_ Uio I1o

P 5

coS 1
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et d’autre part la puissance moyenne fournie par I’enroulement (B5) :

Usol.
PQZ—% cospo = P =Py

En conclusion, le transformateur parfait transmet toute la puissance qu’il recoit.

3.8.3 Circuit mobile dans un champ permanent
Force électromotrice

Le potentiel vecteur Ad'un champ magnétique permanent ne dépendant pas du temps,
le champ électromoteur se simplifie :

—

_ 0A _, . -
Eem(M) = o + Unye A B(M) = Upgye A B(M)

de sorte qu’entre deux points A et B, la force électromotrice est définie par :
B —_— B — —_—
eap S / Eop(M) - dOMe = / [ﬁM c ANB(M)| - dOMe  (83)
A A

ol dOM_ est un déplacement élémentaire d’un porteur de charge mobile, dans le
référentiel du circuit. Notamment, la vitesse d’un tel porteur vaut, dans (C) :

dOM
o~ — 7
Tarje = i SN Uaje || dOMe

tandis que la vitesse d’entrainement v (M) du circuit en M permet d’appliquer la loi
de composition des vitesses :

Unrye = Ve(M) + Ve
Il s’ensuit que :

Tar/e A B(M)} -dOMe = [dOMC A 171\4/4 - B(M)

—

— —
= dOMe A Ue(M) + dOMc/\’l_fM/c - B(M)
—_——
=0 car dOMc||Bpr/c

_ [ﬁe(M)/\B'(M)} - dOM

Par conséquent, la f.6.m. donnée par la relation (83) s’écrit aussi :

ean = /A ’ |5.(0) A B(0M)] - dOMe (84)
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Loi de Faraday

Soient deux rails paralléles, de résistance négligeable, reliés a I’une de leurs extrémités
par une résistance R. Une tige (7)) peut glisser sans frottements sur les rails, aux
points de contact P et (). Le dispositif est plongé dans un champ magnétique uniforme
B=B €, tandis que la tige est animée d’une vitesse ¥ = v €, dans la direction des
rails.

; (D
2 Q
Yy 7 2]
- g, R on oB W\ . 4 rails
e,(L—‘“ v
Y
T P

On appelle ¢ I’écartement des rails.

Orientons le circuit (C) dans le sens trigonométrique, de sorte que la surface (X) a
I’intérieur de ce circuit soit orientée par un vecteur normal 7. En parcourant le circuit
dans ce sens, la force électromotrice y est donnée par I’identité (84) :

e= f [ﬁe(M)AE(M) - dOM
C

ou seuls les points compris entre P et () possédent une vitesse d’entrainement
Ue(M) = U = v é,. C’est pourquoi :

Q N
e = / [(ver) A (BE,)] - (dyéy,) car dOM¢ = dyé€,
P

¢
/ —vBdy = —vB/
0

Quant au flux du champ magnétique a travers (X), il se calcule en orientant chaque
élément dS de la surface () selon i = €, :

65 2 ﬂ §~d§:// (Bé.)- (dS7) = Bat
(=) ()

d¢B dz
—=2=B-—(=B
= & i 12 vl
Ainsi, la f.6.m. induite est donnée par la loi de Faraday :
__d¢s
dt

dont on admettra la généralisation.
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