Correction du DM n°3, TS 3.

Exercice 1.

1)a) g(x)=x’-3x—3 .gestune fonction polyndme donc dérivable sur R.
Pour tout réel x, g'(x)=3x*-3=3(x*—1)=3(x—1)(x+1)

g'(x) estun polyndme de degré 2 dont les racines sont -1 et 1, et le signe de g '(x) est celui
de a=3 saufentre ses racines.

On en déduit le tableau de variations de la fonction g :

X —o0 -1 1 +o0

Signede g'(x) + 0 - 0 +

Variations de g -1 \ 0
o0 -5

. 1 3_ . _ 1 3_

g étant une fonction polynéme on a : 11r}1 g(x)= hrfl X =790 et hrf g(x)= 11r+n X =+
D'apres 1'étude des variations de g, g admet un maximum €gal a -1 sur l'intervalle }—oo ; 1] , donc
I'équation g(x)=0 n'apas de solution dans l'intervalle |—oo, 1] .

Sur [1,;+o0| : g estcontinue car dérivable, g(1)=—5 et g(3)=15 , 0 est compris entre -5 et
15 donc d'apreés le théoréme des valeurs intermédiaires, I'équation g(x)=0 admet au moins une
solution « dans[1 ; 3].

De plus, g est strictement croissante sur |1;+00| , ce qui assure l'unicité de la solution « .

Donc I'équation g (x) = 0 admet une unique solution réelle.

Avec la calculatrice on trouve : g(2,1) =-0,039 <0 et g(2,2) = 1,048 > 0 donc « est compris entre
2,1et2,2.

a~2,1 a0, prés par défaut et «~2,2 a0,1 prés par exces.

1) b) D'aprés la question 1 on sait que g est négative sur l'intervalle }—oo ; 1} .
Sur l'intervalle {I;Jroo[ , g est strictement croissante et g()=0 donc g(x)<0 sur [l;(x} et
2(x)>0 sur [o;+oo .

En résumé :
X —© X +00
Signe de g (x) - 0 +

2x°+3
2)a) f(x)= )2 T fest une fonction rationnelle donc dérivable sur son ensemble de définition

quiest D=R\|—1;1|



, 6x>X(x*=1)-2xX(2x’+3) 2x*—6x*—6x
2)b) Pour toutxde D: f (x)= Y = ;2
[x*~1] [x*=1]

2x(x’-3x-3)
1]

, 2xgl(x
,clestadire S '(x)= Zg(z)
lx*=1

Donc f'(x)=

2
Pour tout x de D, (xz— 1) >0 donc ' (x) est du signe de x g (x).

D'apres la question 1b) on peut faire le tableau de signes de /' (x) en n'oubliant surtout pas les
valeurs interdites -1 et 1 !!!

x —0 -1 0 1 x +00
Signe de x - - 0 4+ +

Signe de g (x) - - - - 0

Signe de ' (x) + + 0 - - 0

On en déduit donc que la fonction f'est strictement croissante sur |—oo,;—1] et |—1,0] ,

strictement décroissante sur [0,1] et ]1 ; o<] , et enfin strictement croissante sur [o( ; +oo[

. . , . 20+3
2 ¢) L'ordonnée du point A est égale & f (x)=— "
a [—

Or on sait que o est l'unique solution de I'équation g(x)=0 .
Donc o est l'unique réel vérifiant o«’—3x—3=0 .D'ou «&’=3x+3

2X(3x+3)+3
«’—1

3(2 3
, c'est a dire f(0<)=M

Donc f (&)=

o?—1

Exercice 2.
La fonction f continue vérifie : pour tout réel x, £ (x)=(f (x)]’ donc f(x)=0 ou f(x)=1

Démontrons par 1'absurde que fest constante :

supposons que f n'est pas constante, il existe donc un réel a tel que f(a) = 0 et il existe un réel b tel
que f(b) = 1.

Comme f'est continue sur l'intervalle [a ; b] (si a < b) ou [b ; a] (si b < a), d'apres le théoreme des
valeurs intermédiaires il existe un réel ¢ compris entre a et b tel que f(c¢) = 0,5. Ceci contredit le fait
que pour toutréel x, f(x)=0 ou f(x)=1

Donc la fonction fest constante sur R, et c'est soit la fonction nulle soit la fonction x—1



