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1 Présentation du sujet

Un nombre 7 est dit parfait si et seulement si la somme de ses diviseurs (1 et n compris)
vaut 2n. On cherche a déterminer les conditions qui réalisent cette égalité.

2 Parfaits pairs

2.1 Comment trouver des nombres parfaits pairs

Pour tout 7 il existe une forme 2P~ m avec m impair.
Si m est premier, la somme des diviseurs de n vaut

2042 2P O 2l 2P
qui s’écrit aussi :
% +2 +- 42P 1+ m)

Si m est non premier et différent de 1, la somme des diviseurs vaut
42+ 2P Y4 m+di+do+...)

dy, d», etc. étant les diviseurs de m, excepté 1 et lui-méme.
Si m vaut 1, la somme des diviseurs vaut :

2042l 2Pt =20 2l 2P e m -1

Soit D tel que :

— Si m est premier alors D vaut 0

— Si m est non premier et différent de 1 alors D vaut la somme de ses diviseurs, excepté
letm

— Si mvaut 1 alors D vaut -1

Dans les 3 cas, la somme des diviseurs vaut alors :

@%+2' - 4 2P"HQ+ m+ D)
autrement dit :
2P -1 +m+D)

On cherche maintenant a trouver ce que vaut D en fonction de m quand n est parfait. On
adonc:
RFP-DA+m+D)=2x2P"me2P 142" m-m+D@R2"-1)=2"m
osD2P-1)=-2P-1)+m

<oD=-1+
2P -1

donc m est un multiple de 2P — 1.
Il'y a alors trois cas de figure :
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— Si2P—1=1alors D = —1+ m (cas des nombres impairs sur lesquels on reviendra plus
tard, cette égalité équivaut en effeta p =1 et donc 2p-l =)

— Si 2P — 1 est un diviseur de m différent d’1 et m alors cela revient a affirmer que la
somme des diviseurs différents d’1 et m est plus petite qu'un de ces diviseurs, ce qui
est absurde

— Si2P —1 = m alors D =0, donc m est premier, donc :

Théoréme 1. Un nombre pair est parfait si et et seulement si il est de la forme

2P=1oP 1)

avec 2P — 1 premier.

2.2 Nombres de Mersenne premiers

On appelle "nombre de Mersenne" tout nombre de la forme 27 — 1. Apres avoir trouvé
le théoreme |1| nous avons cherché des moyens de vérifier si un nombre de Mersenne est
premier plus vite qu’en utilisant la définition d’'un nombre premier, qui nécessite de vérifier
pour chaque premier inférieur a sa racine si il le divise ou non. Nous avons prouvé le

Théoreme 2. Si un nombre de Mersenne est premier alors l'exposant p de la puissance de 2
qui le suit est aussi premier.

par le raisonnement suivant :
Pour tous les entiers naturels aet b,on a:

(czo+cl1 +...+ab_1)(a— 1) = a+.+a"'+ab-a-a —.. —ab!

:ab—l

Sionprenda=2etb=p,a—-1=1etdonc al -1 est peut-étre premier.

En revanche, si il existe un nombre g qui divise p alors comme cette formule s’applique
aussia a=29et b= p/qetdonc 2” — 1 n’est pas premier.

Bien que cela ne permette pas de prouver qu'un nombre Mersenne est premier, cela per-
met d’éliminer quelques possibilités.

2.3 Quelques propriétés des nombres parfaits pairs

Voici quelques propriétés intéressantes (ou non) des nombres parfaits pairs.

2.3.1 Les derniers chiffres d'un nombre parfait pair

Si on s’'intéresse uniquement aux derniers chiffres des puissances de 2 et des nombres de
Mersenne permettant de former un nombre de la forme 27 ~1(2P —1), on obtient :

— 2x3=6

— 4x7=28

— 8x15= 27 — 1 non premier
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— 16 %31 =%96

— 32x63=%*+x16

— 64 x27=x% %28

— 28 x55= 2P —1 non premier
— 56x11=+x16

— 12x23=+%76

— 24 x47 =% %28

— 48 x 95 = 2P — 1 non premier
— 96 x91 == *36

— 92x83=%*%36

— 84 x67=x%%28

— 68 x35= 2P — 1 non premier
— 36x71 =% %56

— 72x43 =% %96

— 44 x87 =% x28

— 88 x75= 2P —1 non premier
— 76 x5l =%%76

— 52x3=x%56

— 4x7=28

Or apres 4 x 7 on retombera inévitablement sur 8 x 15, et ainsi de suite, ce qui signifie que
tous les nombres parfaits trouvés de cette maniere se finiront par 6 ou 28.

On peut noter que la suite se répete toutes les 20 fois, ce qui signifie qu'on pourrait aussi
dire que, d’apres le théoreme 2} 2P — 1 est non premier dans tous les cas ou p est multiple
de 2 ou 5, a savoir ceux ou le nombre de Mersenne se finit par 31, 63, 23, 83, 67, 43 ou 03 (et
c’est bien stir le cas pour tout p non premier, mais seuls les p multiples de 2 et 5 finissent
toujours par les mémes chiffres). Cependant, cela n’est pas nécessaire a la démonstration
que les nombres parfaits pairs se finissent tous par 6 ou 28 et le préciser au milieu de celle-ci
n’aurait fait que la compliquer.

2.3.2 Les parfaits pairs sont triangulaires
Un nombre triangulaire est un nombre qui est la somme de tous les entiers de 1 jusqu’a

Tout nombre triangulaire est de la forme n(ntl)

et la réciproque est aussi vraie.
Vn =2P —1 ou n est premier cela donne w =2P~1(2P - 1)

Donc tout nombre parfait 27~ (2P — 1) est la somme des entiers de 1 4 2” — 1.
3 Nombres parfaits impairs
Pour les nombres parfaits impairs, I’objectif a été, comme pour les nombres de Mersenne

premiers, d’éliminer quelques possibilités en montrant que certains nombres (impairs ou
non) ne peuvent pas étre parfaits. Voici les nombres "imparfaits" que nous avons trouvés.

MATh.en.JEANS 2017-2018 [Lycée Blaise Pascal, Orsay] Page 4



3.1 Un carré parfait n’est jamais parfait!

La somme des diviseurs de tout nombre parfait impair n vaut 2n, c’est-a-dire un entier
pair. De plus comme 7 est impair tous ses diviseurs sont impairs, donc le somme est paire si
et seulement si il y en a un nombre pair.

Or a tout nombre d qui divise 7 on peut associer un autre diviseur de 7, a savoir 7, et donc
faire de cette facon des paires de diviseurs de n, sauf dans le cas de /7 puisque % =/n.

En additionnant les nombres d'une paire, on obtient donc un résultat pair, donc en ad-
ditionnant toutes les paires, le résultat est encore pair. Si on ajoute a la somme des paires le
diviseur y/n qui n'est en paire avec aucun autre diviseur, on obtient donc une somme im-
paire.

Un carré parfait impair ne peut donc jamais étre parfait.

NB : un carré pair non plus puisque tout parfait pair vaut 2°~'m!, ott m = 2P — 1 est
un nombre premier impair, et a donc une puissance impaire dans sa décomposition en
nombres premiers, ce qui exclut la possibilité qu'un tel nombre soit un carré parfait.)

3.2 Lapuissance d’'un seul nombre premier

Soit a” un nombre premier oll @ est un nombre premier et b un entier naturel quel-
conque. On a alors :

ab -1
a—1

Zab:a0+a1+...+ab_1+ab®ab:a0+a1+...+ab_1:

Or comme a est premier il est forcément supérieur ou égal a 2, donc:

b
a’ -1
<a’-1<a’
a—1
Légalité précédente implique alors a” < a?, ce qui est impossible.

3.3 Le produit parfait de deux nombres premiers

On cherche des nombres parfaits étant le produit d’exactement deux nombres premiers
p et g tels que p < g, autrement dit p + 1 < g. Un tel nombre vérifierait donc I'égalité sui-
vante :

2pg=1l+tp+q+pqgepqg=010+pl+q

Un de ces deux termes est donc supérieur ou égal a la moitié de pq. Comme un nombre
premier est forcément supérieur ou égal a 2 il est impossible d’avoir g > %q car cela impli-
querait p < 2.

Cependant g = p+1donc g = qu.

On adonc g = %, donc p =2 et g = 3, ce qui donne pq = 6, autrement dit : 6 est le seul
nombre parfait possédant 4 diviseurs, a savoir 1, 2, 3 et 6.
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3.4 Les produits parfaits de deux puissances de nombres premiers

Apreés avoir trouvé la solution du probleme pour les produits de deux nombres premiers
et pour la puissance d’'un seul premier, nous nous sommes demandé ce qui se passerait si
on multipliait deux puissances de nombres premiers, autrement dit avec un nombre af ! aé’z
ol a; et a, sont des nombres premiers et by et by des entiers naturels. (On peut remarquer
que les nombres parfaits pairs que nous avons trouvés sont tous de cette forme puisque ce

sont des puissances de 2 multipliées par un nombre premier de Mersenne.)

On a alors _— el
1+l 2+l _
b b N 1 a, 1
2a, a,” =
a;—1 a—1
ab1+1_1 ab2+1_
. ; R . . ,
On voit alors que o7 he peut pas étre multiple de a,, et inversement 7 he peut
b1+1 h2+1
étre multiple d i signifie que L—— multiplie a2, et i tque 2 —
pas étre multiple de az, ce qui signifie que =;—— multiplie a,", et inversement que ——

multiplie a{’ L
On peut donc décomposer cette équation en deux égalités moins importantes (on consi-

by +1
N a,” - . e .. A , . .
dére que c’est 47 quiest divisible par 2 plutdt que I'autre fraction) :
a1
2
a) — 1
dzbz+1 - ]. b
=2a;'
ar — 1
On a alors::
by+1
ab2+l a' -1 1
- -1
2 = Zaf IRCN <L = Zai’ !
ay — 1 ar — 1
“fIH -1 b
o a -1=2a,"(az-1)
a) — 1
af 1+l
= a =1 moda;
a) — 1
b1+l_ b
Or comme lal_l est la somme des diviseurs de a, ', qui sont tous multiples de a; al’excep-
b1+l
al -

tion de 1, on a donc

(ll—l

=1 moda; etdonca; =1 mod a;
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De plus, on a aussi :

1 ah2+1_1
aijl_’—l -1 by alz 2112_1 B by
=a,” < =a,
al — 1 a) — 1
+1
1 aé’z 1 by
a1 — -l1=a,"(a;-1)
2 ay — 1
bo+1
a,” by
=X -2=2a, (a1 —1)
ay — 1
aé’zﬂ -1
=>a =2 moday
ay — 1
ab2+l_ b
Or comme Zaz_l est la somme des diviseurs de a,°, qui sont tous multiples de a, a I'excep-
b2+1_

a,

tion de 1, on a donc ol = 1 mod a, etdonc a; =2 mod a,.

On a alors deux cas de figure :

— Sia; > ay alorson a a; = kja; +1 ou k; est un entier qui ne peut pas étre strictement
positif (sinon on aurait a; < ay). De plus, comme 1 est inférieur a a,; et ay, k; ne peut
pas étre inférieur ou égal a -1, sinon a; serait négatif. Donc k; = 0 et donc ap = 1 donc
ce n'est pas un nombre premier.

— Par le méme raisonnement si a; < a, alors a; =2 donc ai’l aé’z est pair.

Tout nombre parfait impair (s’il en existe) devra donc étre le multiple d’au moins trois

nombres premiers distincts.

4 Conclusion

Le probleme des nombres parfaits remonte a Pythagore, mais il n’a toujours pas été ré-
solu pour les nombres impairs. Cela dit, il semble que connaitre la réponse a la question de
I'existence ou non de parfaits impairs n’aurait que peu de conséquences sur nos connais-
sances mathématiques, mais ce serait un bel exploit étant donné le temps durant lequel il
a résisté aux mathématiciens qui s’y sont essayé. De plus, la résolution de vieux problémes
tels que celui-ci permet parfois la mise au point de méthodes novatrices pour les résoudre,
comme ce fut par exemple le cas pour la preuve par Andrew Wiles du grand théoréme de Fer-
mat qui permit de réunir plusieurs domaines des mathématiques en apparence totalement
éloignés.

En revanche, celui des nombres de Mersenne premiers est toujours d’actualité, puisque
depuis 1992 le plus grand nombre premier connu a toujours été un nombre de Mersenne
(cela s’explique par I'existence de tests de primalité beaucoup plus rapides que les tests nor-
maux mais qui ne fonctionnent qu’avec les nombres de Mersenne). Ainsi, le plus grand pre-
mier connu actuellement, trouvé par le projet GIMPS (Great Internet Mersenne Prime Search,
un logiciel de calcul partagé qui cherche des nombres premiers de Mersenne) en janvier
2018, est 277232917 _ 1 ]e plus grand nombre parfait connu est donc 277232916(277232917 _ 1,
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