Graphes pondérés

I Longueur d’'une chaine entre deux sommets

' pd . .

Deﬁmtlons

e Longueur d’'une chaine : nombre d’arétes qui la composent.

e Distance entre deux sommets : plus petite longueur des chaines reliant ces deux sommets

e diametre d’'un graphe : plus grande distance constante constatée entre deux sommets parmi toutes
les paires de sommets

o Poids d’'une aréte : Nombre positif qui lui est affecté (quelle que soit sa signification)
¢ Poids d’'une chaine : somme des poids des arétes qui la composent.

e «Plus courte chaine »ou chaine minimale entre deux sommets donnés : chaine de poids minimal,
parmi toutes celles qui relient ces deux sommets.

Remarque : ne pas confondre longueur d'une chaine et son poids.

II Recherche d’'une chaine de poids minimum : algorithme de Dijkstra

Lorsqu’un graphe pondéré comporte de nombreux sommets et de nombreuses arétes, la recherche d’'une
plus courte chaine peut étre longue, car il convient d’examiner de nombreuses possibilités.
Le mathématicien Dijkstra a trouvé un algorithme commode pour trouver une plus court chaine, ,sans oublier
aucune possibilité, et cet algorithme peut étre facilement programmé sur un ordinateur.

Présentation de cet algorithme sur un exemple :

Considérons le graphe:: % %C)\

On va chercher une plus courte chaine entre les sommets E et S.

Regles de construction :

Cet algorithme se construit de ligne en ligne en observant le graphe et en remplissant le tableau ci-contre au
fur et a mesure.



Etape

Taches a effectuer

Placer tous les noms des sommets du graphe dans la premiere ligne du tableau

Sur la deuxieme ligne du tableau, écrire le coefficient 04 sous le sommet de départ A er co
sous les autres sommets

Sur la derniere ligne écrite, repérer le sommet X de coefficient minimal

+ Commencer une nouvelle ligne et rayer toutes les cases vides sous X.

e Pour chaque sommet Y adjacent a X, calculer Ia somme P du coefficient de X et du poids

de l'aréte reliant X ay.

Si P est strictement inférieur au coefficient actuel de Y, inscrire P(X) dans la case corres-
pondante de la colonne Y.

Sinon, inscrire le coefficient de Y.

o Compléter la ligne par les coefficients de la ligne précédente.

o S’il reste des sommets non sélectionnés, recommencer a I'étape 2.

» Sinon, passer a I'étape 5.

e Lalongueur minimale est le nombre Iu sur la derniere ligne du tableau.

Les sommets inscrits entre parentheses permettent par remontée de trouver la chaine mi-
nimale
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On obtient comme chaine : E-B-A-C-D-S, de poids 6

Autre exemple :

Des touristes sont

Un guide souhaite leur faire visiter la région en em-
pruntant les routes signalées comme d’intérét touris-
tique signalées par I'Office du tourisme.

Les trongons de route qu'’il souhaite emprunter sont re-

présentées surle g

Sur chaque aréte figure la longueur en km des différents

troncons.

Un musée est situé en E.
Déterminer le plus court chemin menant de 'h6tel H

logés dans un hotel H.

raphe ci-contre.
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H B D F E G C choix du sommet | coefficient

0(H) 00 e’} e’} e’} e’} e’} H 0
X 12(H) | 9(H) 00 00 00 20 D 9
X 12(H) X 30(D) 00 00 17(D) B 12
X X X | 30(D) 00 25(B) | 17(D) C 17
X X X 28(C) [e’e) 24(C) X G 24
X X X | 28(C) | 33(G) X X F 28
X X X X 31(F) X X E 31

Le plus court chemin pour aller de H vers E mesure 31 km : c’est H-D-C-F-E.

On est effectiveme

nt arrivé a E en venant de E a F en venant de C, a C en venant de D et a D en venant de H.
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