A Notion de densité

A-1

Correction de la feuille d’exercices sur les lois a densité

Soit k un un nombre réel.
On considere la fonction f définie par:

f(x):{

1
1. f estune fonction de densité si f fx)dx=1.
0
5

kx*sixe[0; 1]

0 sinon

X
Une primitive de f est F: x — kE'

1
f f(x)dx=FQ1)-F(0) = E
0 5

k
On doit avoir = =1donc k =5.

e p(X€[0;0,3)=

0,3

5x* dx

0
= F(0,3)- F(0)=0,3°=[0,00243

(car F(x) = x5).

« p(X<0,6)=F(0,6)- F(0)=0,6"=|0,07776
« p(X=0,5)=F(0,5) - F(0)=[0,03125

« p(0,8<X<0,9)=F(0,9)— F(0,8)

A-11

On considere la fonction définie par

f(x):{

(@) f est une fonction densité (voir exercice

5x*sixe[0; 1]
O0six¢[0; 1]

précédent).

X

(b) F(x)zf f(rde=x>;
0

(c) p(0,4< X, 0,5 =F(0,5—-F(0,4 = 0,55—

A-III

F(x) = x°

On considere la fonction définie par

f(x)—{

1
——sixe[0; 1]
xX+2

Osix¢[0; 1]
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(a) Courbe:

P

1 By
(b) f f(x) dx est 'aire située entre I'axe des
0

abscisses et la courbe %f pour0< x<1;il
est clair que cette aire est plus petite que
I'aire du carré unité, donc cette aire est in-

1
férieure 1, donc f fx)dx<1
0

1
(¢) Soit f(x) = Pt Une primitive de f est
F(x) =In(x +2).

1
Alors:f f(x)dx=F(1)-F(0)
0

=In(3)=-In(2) = ln(g) <1 car

3
5:1,5<epuisquee:2,7

B Loi uniforme

B-1

Soit X une variable aléatoire suivant la loi uni-
forme sur [0; 1].
Calculer:

On sait que si X suitlaloi uniformesur [a; b],

c .
siasc<sd<hb.

—a
0,9-0
p(X<0,9) = — _.

0,8-0,2
p(O,ZSXSO,8):ﬁ_

plcsX<d)=




B-11

La variable aléatoire X suit la loi uniforme sur
la; D).

a+b (b - a)?
EX) = etV(X) = .
12
a+b_5
P 2 a+b=10
On en déduit: (b_mzzl <3{w—af:4
12 3
a+b=10
b—a=2

En ajoutantles deuxlignes, il vient 2b = 12 donc
b=6.
On en déduit a = 4.

B-III

Une éleve de terminale part toujours en avance
de chez elle pour aller au lycée.

Elle prend le bus. Suivant les aléas de trafic, elle
arrive entre 5 et 20 minutes avant 1’ouverture du
portail.

En modélise son temps d’attente devant le ly-
cée, par une variable aléatoire, T qui suit la loi
uniforme sur 'intervalle [5; 20].

(a) la probabilité qu’elle ait plus d’'un quart
d’heure d’avance est :
20-15 5 1
p(15<T<20) = =—=
o [p7=5-0]
On rappelle que :
a
p(T=a) :f f(x)dx=0.
a

20-5 15 |3

(c) Son temps moyen d’attente est

B2 = [12,5min]

C Loiexponentielle

C-1

Parmi les fonctions suivantes, quelles sont
celles qui sont des fonctions de densité d'une
variable aléatoire qui suivent une loi exponen-
tielle :
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On rappelle que la fonction de densité d'une
fonction exponentielle est définie par : f

() = 0six<0
le Msix=0

3¢ six=0
a) f(x): .
0 sinon
f est bien une fonction de densité d'une va-
riable aléatoire qui suit une loi exponentielle

avec A =3.

1
0,5e 5%six=0
b) f(x):{ i
0 sinon

== 0,2 # 0,2 donc cela ne correspond pas a

une fonction de densité d’'une variable aléa-
toire qui suit une loi exponentielle.

5 six=0
c) f(x):4 (e¥)
0 sinon
2 2

= =2e*=)e MavecA=2.
(ex)2 e2x
f est bien une fonction de densité d'une va-
riable aléatoire qui suit une loi exponentielle

avec A = 2.

C-1I

La variable aléatoire X suit la loi exponentielle

de parametre A = 3.

(b)  Rappels : la fonction de répartition est
F:x—1-eMetplasT<b)=Fb) -
F(a).
p(X < b) =F(b).

e pX<)=1-FQ1)=|1-¢7|

e p(X<2)=F@2)=1-e>?=[1-¢"

-
W~

(a) L'espérance est E(X) =



C-III Durée de vie d’'une batterie

Un modele de batterie de smartphone, dont la
durée de fonctionnement X suit une loi expo-
nentielle, a une durée de vie moyenne de 3 ans.

@ EX)=3¢ 1 =3 1= !
B A BEN

Cette loi exponentielle a pour parametre

1
A+ =
La fonction de répartition et définie par :
F(1) = —e"3)

(b) La probabilité qu'une batterie de ce mo-
dele tombe en panne avant 3 ans est

pX<3)=F@3) =1-e33=1-¢"=

1
1--%=0,632|
e

C-1IvV

La durée de vie exprimée en heure d'un modele
d’ampoules est modélisée par une loi exponen-
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tielle de parametres A = 0,0006.

Dans cet exercice, on donnera les valeurs
exactes, puis approcher 2 1073,

Notons T la durée de vie d'une ampoule.

(a) Laprobabilité qu'une de ampoules ait une
durée de vie inférieure a 1 000 heures est :
p(T < 1000) = F(1000) = 1 — e 10004 =

1-e%%~0,451h

(b) La probabilité qu'une de ses ampoules ait
une durée de vie supérieure a 2 000 heures
est:

p(T =2000)
=1-p(T <2000) =1-F(2000)
—1- (1 _ e—zoooa)

20001 _ =2000x(=0,0006) _| =12 Ly 30]

=€ e

(c) On utilise le caractére sans mémoire de la
loi exponentielle :
pr>1000 (T >2000) = p (T >2000-1000)

=p(T>1000)=|e *°=0,549




