Partie A

1. Restitution organisée de connaissance
Lobjet de cette question est de démontrer que

. € -
hIP — = +00. (on ne peut donc pas utiliser les for-
X—+00 X

mules de croissances comparées, puisqu’il s’agit de
démontrer cette limite.

(a)

(b)

2. Soit f la fonction définie sur [0 ; +oo[ par

()

(b)
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X

Soit ¢ la fonction définie sur [0 ; +oo[ par

2
X

_ o X
px)=e 5

Etudions les variation de ¢ :

@ est dérivable sur [0 ; +oo[ comme somme de
fonctions dérivables.

¢'(x) = e* — x>0 d’apres le rappel.

On en déduit que la fonction est croissante sur
[0; +oo[; @(0) = 1.

On en déduit que, pour tout x € [0 ; +o0l,

On en déduit que, pour tout x = 0, ¢(x) > 0,
2

N X P
c'est-a-dire e* > > Pour x > 0, on en déduit,

( )—l
W)=

Par conséquent :
flx)= le_%"+lx>< (—le‘%x) = le‘%x (1 - lx)
2 2 2 2 2

1 1.
=|-(2-x)e z%|
4( )

1
Pour tout x <0, e 7¥ >0 et - >0 donc f'(x) est
du signe de 2 — x, donc positif pour 0 < x < 2,
nul poutr x = 2 et négatif pour x > 2.
_ 1
fO=0;f@=e"=—.
On en déduit le tableau de variation de f :

x [0 2 +00
f'x) + -
e
fx) / \
0 0

Partie B

On fait absorber a un animal un médicament dosé a
1 mg de principe actif. Ce médicament libére peu a peu
le principe actif qui passe dans le sang. On appelle g(#) la
quantité de principe actif, exprimée en mg, présente dans

e x le sang a I'instant ¢ exprimé en heures (¢ = 0).

en divisant par x, que — > —.
x

2
. X , N
Comme xl—lvr-Poo(E) = +oo, d’aprés le rappel,
ex
lim (—) =400 |
x—+oo\ x

I 1,
X)=—xe 27,
fx) 5
X
OnposeX:E.
1 X
lim (—xe_% ): lim Xe‘X:Iim(—).
x—+oo |\ 2 X—+00 X— |eX

X
e

On a montré que lim (—) donc

X-\ X

li — | =0.
Jdim (5]

Par conséquent,

lim f(x)=0}|

X—+00

[ est dérivable sur [0 ; +o0o[ comme produit et
composée de fonctions dérivables.

1
f=ue "avecu(x)= %

= (uey =

u' xe "+ ux(-ue") avec
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On constate expérimentalement que la vitesse de libé-
ration g'(f) du médicament dans le sang vérifie I'égalité,
pour tout £ =0, :

g'(t):—% [g(r)—e‘%].

t
1. Soit la fonction gi : £ — Ee_it +ke’Z, keR.

1 _: _t
gr(t)=—-te 2 + ke 2.
g est dérivable comme somme, produit et compo-
sée de fonctions dérivables.

(1) ! 1xe 2+t ( l)e_%] ke_%
° = — X X | —— —
&k 2 2
1 t
=e7|l-=—k|.
2 2
1[ o _Z] l[t _z+k _zz _%
« —— —e 2|l=—=|-¢e e z—e 2| =
2 |8k 2|2
1 t
e |1--+k
2

1 ¢
On en déduit que g,’c(t) = ~3 [g(t)—e_i] pour

tout r € R.



1. Onazg =

2. Avecz#£i,z=7 < x+iy=

Montrer alors que la fonction g solution est la fonc-
tion f de la partie A. La fonction correspondant a la
libération du médicament est donc une fonction g.
Comme a t = 0, la quantité de principe actif est nulle,
on doit avoir g4(0) =0; or g¢(0) = k donc k =0.

| s
La fonction est donc| gp: t— 5 te” 2 |, c’'est-a-dire la

fonction f étudiée précédemment.

. On donne I'algorithme suivant :

Entrée Affecter la valeur 3 ala variable n.
Traitement Tantque f(n)>0,1
n prend la valeur n + 1.
Fin Tant que
Sortie Afficher la valeur de n.

ou f estla fonction étudiée dans la partie A.
(@) Onavuque tlir+n f(t) =0, donc il existe un réel
—+00
aptelque t> ap= f(¥) <0,1.
On en déduit que I'algorithme s’arréte et donne

donc une valeur en sortie le premier entier 7 tel
que f(n)<0,1.

(b) On fait un tableau de valeurs a la calculatrice
pour trouver cette valeur; on trouve .

(c) Lalgorithme permet de savoir a quelle heure
la quantité de principe actif est inférieure a 0,1
(donc on peut considérer qu’iln’y en a plus). On
trouve que c’est au bout de 8 heures, donc a 16
heures.
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2-i-i_2-2i 1-i (1-DA-1)
2+i+i 2+21 1+i (1+DQA-1)
1-1-2i

-1

x+iy—i
x—iy+i
— (x+iy)(x—-iy+)=x+iy-i

= x2+y2—y—xyi+ix+xyi=x+iy—i
= P+ -y+ix=x+iy-i

2,2 _
(:){xwLy -y = X
X = y-1
2.2 o
(:,{ y-D"+y"=y = y-1
X = y-1
2 — —
— { 2y°=3y+1 = y-1
X = y-1
2 _
(:){Zy —4y+2 = 0
X = y-1
2
@{y—2y+l =0
X = y-1

3.

4,
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Cette solution n’est pas valide (z = i), puisque par dé-
finition z #1.
Conclusion : la transformation n’a pas de point inva-
riant.
(@) Onaz+i=Zz+—i=z+(—i) = z—1i. (le conjugué
d’'une somme est égal a la somme des conju-

gués.)
(b) D’apres I'égalité précédente :
, zZz—1  z-i , z—1 |z —1|
R e = ==
2+l z—i z—1i z—i

puisque le module d'un complexe est égal a ce-
lui de son conjugué.

Conclusion : || :.
Tous les points images appartiennent au cercle
trigonométrique, centré en O et de rayon 1.
R T !
(c) De méme I'égalité z = — donne pour les ar-

z—1i
guments :

/ (z—i)
arg(z') = arg| —
z—1

= (ﬁ;(ﬁ):(ﬁ;m)—[—(ﬁ;m)] =

2(3’;%?1\2).

(d) Onavuquele point M’ appartient au cercle tri-

gonométrique; il suffit de trouver un des argu-
ments.
D’apres la question précédente, on peut dou-
bler 'argument de z —1i sur le cercle centré en A
de rayon 1 et en reportant cet argument sur le
cercle trigonométrique. Voir la figure.

N (d) M
A
v
o = )
XB

(a) Voir la figure : droite contenant A et faisant un
s .
angle de r avec |'axe des abscisses.



(b) On a vu que si M est un point de la droite (d)
distinct de A, un argument de son image M’ est

R
égalea2x — = —.

6 3
On a aussi démontré que OM’ = 1.

Limage de la droite (d) est donc réduite au
seul point du cercle trigonométrique d’argu-

b3 .
ment 3! c’est le point d’affixe e's .
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1. (a) Onalarbre de probabilités suivant :
0,8

Ry
0,7 R
0,2 R
0,7 g,
0,3 R,
0,3 Ry
Ona
p(X=2)=0,7x0,8=]0,56;
p(X=0)=0,3x0,3={0,09;

pX=1)=0,7x0,2+0,3x0,7=0,14+0,21
(pX=1)=1-[p(X=0)+pX=2)].
Laloi de probabilité de X est donc:

Xi 0 1 2
p X =x;) 0,09 0,35 0,56
(b) E(X)=2x%0,56+1x%x0,35+0x0,09=1,12+0,35
=1,47.
E(X)=1,47
2. (a) Dapres I'énoncé Pg (Ry+1) = 0,8 et

Pr=(Ry+1) =0,7.

On construit un arbre analogue :
0,8

/Rn+1

0,2

(b)

Xn Ry

Rn+1

0,7

_/Rn+1

0,3 Rnn

Onadonc x;,41 =%, %0,8+ (1—x,) x0,7

=0,8x,—0,7x,+0,7=[0,7+0,1x, |

Quel quesoitneN, n#0, Uy =9%p+1—7
=9(0,7+0,1x,)-7=6,3+0,9x, -7
=0,9x,-0,7=0,1(9x, —7) :.

Un+1 = 0,1u, quel que soit le naturel n non nul
donc la suite (u,) est géométrique de raison

0,1, de premier terme 1#; =9x; —7=9x0,7—-7
=-0,7.

(b) On sait que pour tout naturel 7,

Up=uy xr"t=1-07x01""1|

Comme —-1<0,1 <1, lim 0,1"' =0, donc
n—+oo

lim w,=0|
n—+oo

. Up+7
Par suite, comme x,, = 9

7
lim x,= 3 ~0,777778 |

n—+oo

Sur un tres grand nombre de services le pour-
centage de services réussis se rapproche de 77,8
%.

1\Y

Soit (u,) la suite définie par uy = % et, pour tout entier
Un

14+2u,

1. Surl’annexe, on a tracé la courbe d’équation

_ X
Y Tvox

(a) Voir graphique.

naturel n, U, =

(b) On conjecture que la suite () tend vers 0.

On cherche a déterminer la limite de la suite
2. Méthode 1

(a) Soit f la fonction définie sur [0 ; +oo[ par

! .
x) = ——— > 0 donc f est strictement
fix (2x+1)2 f

croissante sur [0 ; = ool.

(b) Démontrons par récurrence que, pour tout 7,
0< uUps1 < up.
1

u 1
= 0 _ 2 = — donc
1+2ug 1+2><% 4

0 < u; < yp. La propriété est vraie au rang
n=0.

.ul

e Supposons que 0 < u, < U+ pour un entier
n quelconque.
Comme f est croissante, on a
f(0) < f (up+1) < f (un) donc
0 < Upt2 < Up+1.la propriété est héréditaire.

D’apres I'axiome de récurrence, la propriété est
vraie pour tout 7.

(©

La suite (u,,) est donc décroissante et minorée,
donc convergente vers un réel £.

Page 3/5



Up . 1 1+2u,

Uy+1 tend vers ¢ vers ; par uni- (a) Pourtoutn, v,.q = +1= +1
1+2uy, 1+2¢ Un+1 Un
1 1
cité de la limite,ona ¢ = . :—+2+1:(—+1 +2=v,+2.
) 1+2¢ U q Up N q
P N v;) est donc une suite arithmétique, de raison

Onendéduit: ¢|1-——| =0dou (W) 1q

1+2¢ r =2 et de premier terme vg= — +1=3.

1
€x1+2[:0d’01‘1. Yo
(b) Onendéduitque:|v,=2n+3|

3. Méthode 2 = |1
n— - B
On considere la suite (v,,) définie pour tout entier na- vp—1 |[2n+2
1 o : ~
turel n par v,, = o +1. (c) On en déduit que nl—l»IPoo u, =0.
n

Graphique représentant les premiers termes de la suite

mr-——————- el s el
| I
| I
| Z |
0.2 y=x } % :
| I
77— AN . |
I I I
I I I
u +-—-—————-— - I |
ya : :
0.1Us4————— | ! :
us |- —— - I I | |
bl | [
|l | | | |
1l | | | |
P | | |
Pl I I I
us! tz | U Up
| | e — |
Uy 2%
-0.2 -0.1 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6
-0.1 +
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IV (spécialité)
1. N, est premier. N3 n'est pas premier car divisible par 3. Ny n’est pas premier car 1111 =11 x 101.

1—xP~D+L P
2. Onsait que pourtoutréel x#1, 1+ x+ x> +---+xP 2+ xP71 = ! = T
107 -1 107 -1

En particulier, en prenant x = 10, on obtient N, = 3
D’ol110” -1 =9 x N, avec N, € N*. Donc 107 — 1 est divisible par 9. (Ou : N, étant naturel 107 — 1 est divisible par
9).

3. Notons [1] I'égalité suivante : x" — 1= (x—1) (1 +x+---+x"" 2+ x"71).

2
(@) Avec Ny = Npq= 10 2_1 = 100;7_1.
Or d’aprés [1] avec x = 100 et n= g, ona: 1007 =1 = (100—1) (1 + 100 +--- + 100972 + 10077 )
=99 x (1+100+---+10077% +100771).
Par conséquent N, = 11 x (1+100+---+10077% + 10097") est divisible par 11.
Autre méthode : Nog = (1+10) + (10% + 10%) +---+ (10?971 +10%7) = (1+10) +10°(1 + 10) +--- + 10*77 (1 + 10) =
11 x (1+10% +---+10*7"!) qui montre que N, est divisible par 11.

107 -1 10007 -1

(b) Np=Nsy= —
Ord’apres [1] avecx=1000etn=g,ona:
10007 —1=(1000—1) (1+x+-+x72+x7 1) =9x 111 x (1+x+---+x77 2+ x771),
Par conséquent N, = 111 x (1+x+---+ x972 + x771) est divisible par 111.
Autre méthode : On peut faire des paquets de trois termes qui sont multiples de 111

10k -1 (10k)9-1
(€©) Np=Nig= = )

9
Or en appliquant [1] avec x =10k etn=¢g,ona:
(10K)7 = 1= (10k—1) (1+x+-++xT2 + x771).
10k-D(1+x+---+x72+x77")  10k-1

9
Or (1+x+---+x77%+ x771) est un entier naturel non nul. Finalement N, est divisible par N.

Ainsi N, = 1+ x+-+xT2 4+ x9 ) = Npx(T+ x4+ x972 + x971).
b (

4. Si p n’est pas premier, alors N, n'est pas premier (car N), est divisible par Ny avec 1 < N < Np).
La contraposée de cette implication est : Si N, est premier, alors p est premier. Autrement dit, pour que N, soit
premier, il faut que p soit premier.
Cette condition n’est pas suffisante, car 3 est premier, mais N3 ne I'est pas.
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