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I Pondichéry avril 2014

Le plan complexe est muni d’un repère ortho-
normé

(

O ; −→u ; −→v
)

.

Pour tout entier naturel n, on note An le point
d’affixe zn défini par :

z0 = 1 et zn+1 =
(

3

4
+
p

3

4
i

)

zn .

On définit la suite (rn) par rn = |zn| pour tout en-
tier naturel n.

1. Donner la forme exponentielle du nombre
complexe
3

4
+
p

3

4
i.

2. (a) Montrer que la suite (rn) est géométrique

de raison

p
3

2
.

(b) En déduire l’expression de rn en fonction
de n.

(c) Que dire de la longueur OAn lorsque n

tend vers +∞ ?

3. On considère l’algorithme suivant :

Variables n entier naturel
R réel
P réel strictement posi-
tif

Entrée Demander la valeur de
P

Traitement R prend la valeur 1
n prend la valeur 0
Tant que R > P

n prend la valeur n+1
R prend la valeurp

3

2
R

Fin tant que
Sortie Afficher n

(a) Quelle est la valeur affichée par l’algo-
rithme pour P = 0,5 ?

(b) Pour P = 0,01 on obtient n = 33. Quel est
le rôle de cet algorithme ?

4. (a) Démontrer que le triangle OAn An+1 est
rectangle en An+1.

(b) On admet que zn = rneí nπ
6 .

Déterminer les valeurs de n pour les-
quelles An est un point de l’axe des ordon-
nées.

(c) Compléter la figure donnée en annexe, à
rendre avec la copie, en représentant les
points A6, A7, A8 et A9.

Les traits de construction seront appa-
rents.
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II Liban mai 2014

On considère la suite de nombres complexes (zn)
définie par z0 =

p
3− i et pour tout entier naturel n :

zn+1 = (1+ i)zn .

Les parties A et B peuvent être traitées de façon in-

dépendante.

Partie A

Pour tout entier naturel n, on pose un = |zn|.

1. Calculer u0.

2. Démontrer que (un) est la suite géométrique de
raison

p
2 et de premier terme 2.

3. Pour tout entier naturel n, exprimer un en fonc-
tion de n.

4. Déterminer la limite de la suite (un).

5. Étant donné un réel positif p, on souhaite dé-
terminer, à l’aide d’un algorithme, la plus petite
valeur de l’entier naturel n telle que un > p.

Recopier l’algorithme ci-dessous et le complé-
ter par les instructions de traitement et de sor-
tie, de façon à afficher la valeur cherchée de
l’entier n.

Variables : u est un réel
p est un réel
n est un entier

Initialisation : Affecter à n la valeur 0
Affecter à u la valeur 2

Entrée : Demander la valeur de p

Traitement :

Sortie :

Partie B

1. Déterminer la forme algébrique de z1.

2. Déterminer la forme exponentielle de z0 et de
1+ i.

En déduire la forme exponentielle de z1.

3. Déduire des questions précédentes la valeur

exacte de cos
(

π

12

)

III Métropole juin 2014

On désigne par (E) l’équation

z4 +4z2 +16= 0

d’inconnue complexe z.

1. Résoudre dans C l’équation Z 2 +4Z +16= 0.

Écrire les solutions de cette équation sous une
forme exponentielle.

2. On désigne par a le nombre complexe dont le
module est égal à 2 et dont un argument est égal

à
π

3
.

Calculer a2 sous forme algébrique.

En déduire les solutions dans C de l’équation

z2 =−2+2i
p

3.

On écrira les solutions sous forme algébrique.

3. Restitution organisée de connaissances

On suppose connu le fait que pour tout nombre
complexe z = x + iy où x ∈ R et y ∈ R, le conju-
gué de z est le nombre complexe z défini par
z = x − iy .

Démontrer que :

— Pour tous nombres complexes z1 et z2,
z1z2 = z1 · z2.

— Pour tout nombre complexe z et tout entier
naturel non nul n, zn =

(

z
)n .

4. Démontrer que si z est une solution de l’équa-
tion (E) alors son conjugué z est également une
solution de (E).

En déduire les solutions dans C de l’équation
(E). On admettra que (E) admet au plus quatre
solutions.

IV Antilles-Guyane septembre 2014

Partie A

On considère la fonction f définie et dérivable sur
l’intervalle [0 ; +∞[ par

f (x) = xe−x .

1. Déterminer la limite de la fonction f en +∞.

2. Déterminer la dérivée f ′ de la fonction f sur
[0 ; +∞[ et en déduire le tableau de variations
de f sur [0 ; +∞[.
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On donne en annexe la courbe C f représentative
de la fonction f dans un repère du plan. La droite ∆

d’équation y = x a aussi été tracée.

Partie B

Soit la suite (un) définie par u0 = 1 et, pour tout
entier naturel n, un+1 = f (un).

1. Placer sur le graphique donné ci-dessous, en
utilisant la courbe C f et la droite ∆, les points
A0, A1 et A2 d’ordonnées nulles et d’abscisses
respectives u0, u1 et u2. Laisser les tracés expli-
catifs apparents.

2. Démontrer par récurrence que pour tout entier
naturel n, un > 0.

3. Montrer que la suite (un) est décroissante.

4. (a) Montrer que la suite (un) est convergente.

(b) On admet que la limite de la suite (un) est
solution de l’équation xe−x = x.

Résoudre cette équation pour déterminer
la valeur de cette limite.

0,5

1,0

1 2

∆

C f

Partie C

On considère la suite (Sn) définie pour tout entier
naturel n par

Sn =
k=n
∑

k=0

uk = u0 +u1 +·· ·+un .

Compléter l’algorithme donné ci-dessous afin
qu’il calcule S100.

Déclaration des variables :
S et u sont des nombres réels
k est un nombre entier

Initialisation :
u prend la valeur . . . . . .
S prend la valeur . . . . . .

Traitement :
Pour k variant de 1 à . . . .

u prend la valeur u ×e−u

S prend la valeur . . . .
Fin Pour
Afficher . . . . . .

V Polynésie septembre 2010

Partie 1

Soit g la fonction définie sur [0 ; +∞[ par g (x) =
ex −xex +1.

1. Déterminer la limite de g en +∞.

2. Étudier les variations de la fonction g .

3. Donner le tableau de variations de g .

4. (a) Démontrer que l’équation g (x) = 0 admet
sur [0 ; +∞[ une unique solution. On note
α cette solution.

(b) À l’aide de la calculatrice, déterminer un
encadrement d’amplitude 10−2 de α.

(c) Démontrer que eα =
1

α−1
.

5. Déterminer le signe de g (x) suivant les valeurs
de x.

Partie 2

Soit A la fonction définie et dérivable sur [0 ; +∞[

telle que A(x) =
4x

ex +1
.

1. Démontrer que pour tout réel x positif ou nul,
A′(x) a le même signe que g (x), où g est la fonc-
tion définie dans la partie 1.

2. En déduire les variations de la fonction A sur
[0 ; +∞[.

Partie 3

On considère la fonction f définie sur [0 ; +∞[ par

f (x) =
4

ex +1
.

On note (C ) sa courbe représentative dans un re-

père orthonormé
(

O ;
−→
i ;

−→
j
)

.

La figure est donnée ci-dessous.
Pour tout réel x positif ou nul, on note :
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• M le point de (C ) de coordonnées (x ; f (x)),

• P le point de coordonnées (x ; 0),

• Q le point de coordonnées (0 ; f (x)).

1. Démontrer que l’aire du rectangle OP MQ est
maximale lorsque M a pour abscisse α.

On rappelle que le réelα a été défini dans la par-
tie 1.

2. Le point M a pour abscisse α.

La tangente (T) en M à la courbe (C ) est-elle pa-
rallèle à la droite (PQ) ?

Dans cette question, toute trace de recherche,

même incomplète, ou d’initiative, même non

fructueuse, sera prise en compte dans l’évalua-

tion.

1

2

−1

−2

1 2 3−1 x

y

O
C

VI Réunion juin 2006

Partie A

Soit f la fonction définie sur l’intervalle ]1 ; +∞[ par

f (x) =
x

ln x

1. (a) Déterminer les limites de la fonction f en
1 et en +∞.

(b) Étudier les variations de la fonction f .

2. Soit (un) la suite définie par u0 = 5 et un+1 =
f (un) pour tout entier naturel n.

(a) On a tracé la courbe représentative C de la
fonction f sur la figure donnée en annexe
qui sera rendue avec la copie. Construire
la droite d’équation y = x et les points M1

et M2 de la courbe C d’abscisses respec-
tives u1 et u2. Proposer une conjecture sur
le comportement de la suite (un).

(b) Démontrer que pour tout entier naturel n,
on a un Ê e (on pourra utiliser la question
1. b.).

(c) Démontrer que la suite (un) converge vers
un réel ℓ de l’intervalle [e ; +∞[.

Partie B

On rappelle que la fonction f est continue sur l’inter-
valle ]1 ; +∞[.

1. En étudiant de deux manières la limite de la
suite

(

f (un)
)

, démontrer que f (ℓ) = ℓ.

2. En déduire la valeur de ℓ.

1

2

3

4

5

1 2 3 4 5
0 1 2 3 4 5

0

1

2

3

4

5

O

C
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