TS1-TS2-TS3 : correction du controle commun n° 1 (3 heures)

I (0,5 point)

Ug = 2

Ups1 =3U,—4n+6 ]
Onremarque que le terme n, indice de u, estle méme
que dans —4n +6.

Ona:

e U1 =3uUy—4x0+6=6-0+6=12

Soit (u,) la suite définie par {

Up=3uU1—4x1+6=3x12-4+6=38

U3 =3uUz3—4x2+6=114-8+6=112

o uy=3uU3—4x3+6=336-12+6=|330]

II (1,5 point)

1. Soit (u,) la suite définie par: u, = n?-9n+20.
up = f(n)avec f(x) = x2—9x+20;f’(x) =2x-9.

f'(x) <0 pour x < 5 et f'(x) =0 pour x> —.
9

La fonction f est décroissante sur |—oo; > et

croissante sur > ; +00].

On en déduit que la suite (u,) est décroissante
pour n < 4 et croissante a partir de n = 5. (on
remarque que Uy = Us.

Autre facon : pour tout n, up+; — Uy =2n-8 =
2(n—4) apres simplification, qui est négatif pour
n <4, nul pour n =4 et strictement positif pour

n=>.
n

M n+1
up = f(n) avec f(x) = 1 (x #-1).

2. Soit (u,) la suite définie par : u, =

> 0 donc la fonc-

Sur [0 ; +oof, f'(x) = IR

tion f est croissante; on en déduit que la suite
associée (u;) est croissante.

. n+1
Autre méthode : pour tout n, U1 — U, = 2
no (n+1)2—n(n+2) B 1 >0
n+l  (m+Dn+2)  (n+D(n+2)

donc la suite (u;,) est décroissante.

3. Soit (u,) la suite définie par: u,+; = u, + u,21 +1.
Pourtoutn e N, Uy —uy = ui +1 > 0doncla

suite (u;) est croissante.
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III (1 point)

Ug = 2
Soit (u,) la suite définie par 2 }
( n) P un+1:_§un+5

2
1. up+1 = f(uy) avec f:x— —§x+5.

2. La courbe représentative de la fonction f est
donnée dans le repere ci-dessous.
Représenter graphiquement sur le graphique
les cinq premiers termes de la suite.

™.
N
S
%g:Z]ZZ'ZZZ}ZZZ:ZZT_%V | :
Lt4————————‘—_:___:_| z |
ug—————-———‘———-—— —|——=——5L
I P! N

| [ |! |

| I

I [ T
I [

I RN

| [ |I |

! ——

I T I B

- I I A B
J | T T

| [ 1 |

| |

7 Up Ugly U3 U

IV (2 points)
Calculer les sommes suivantes :

1. U=3+5+7+---+99.
C’est la somme de termes consécutifs d'une
suite arithmétique, de premier terme ug = 3 et
de raison r = 2.
9=u, =up+nr=3+2ndonc n=48.
Onsaitalorsque U = up+---+ uy

—(n+1) (#) 9 x (3299)

49 x 51 =[2499]

2. 1+1,1+1,1°+1,1%° +---+1,1" est la somme de
termes consécutifs d'une suite géométrique, de
raisong=1,1.

102

= = X — =

qn+1_1
qg-1
1+1,1+1,1241,3 4. 41,18 =

n

Onsaitquel+qg+---+q donc:

1,120-1
1,1-1
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10(1,1%0-1).

On en déduit que S =3000(1,1° - 1) =

V (2 points)

(uy,) est une suite arithmétique, de premier terme
ug et de raison r.
On sait que u; + u; =36 et uy + us =41.
(u,) est arithmétique donc, pour tout n, u, = ug + nr.
Uur+u;=36 Uuy+r+ug+7r=362uy+8r=36.
Us+ Us =41 © ug+4r+ug+5r=412uy+9r =41.
On en déduit que u, et r sont solutions du systéeme :

2up+8r =36

{ 2up+9r =41 "
Par soustraction, on obtient 9r —8r = r =41 -36 =5,
doncr =5.
On en déduit alors que 2up =36 -8r=36-8x5=—-4
d’olt ug = -2.

Onadonc|ug=-2|et|r=5|
VI (5,5 points)
1. Onasuccessivement : V; =[120;
3 1
VZ:V1—1V1+120:ZV1+120:;
3 1
Va=Vo—=1>+120=-V,+120=|157,5
= Vo V4 120= 1V,

2. Ontrouve de méme: V3 z;

3. Plus généralement, pour tout n,on a:

3

1
=V, +120|
4 n

4. Pour tout n, on pose: ¢, =160— V.

(@) Pourtoutn: t;+1 =160—V, 4

1 1

= 160 — (—Vn+120) = 40 - -V, =
4 4

1 1

Z(I6O—Vn): Ztn.Donc: t,ﬁlzztn.

On en déduit que la suite (z,) est géo-
métrique, de raison g = — et de premier
terme #; =160 — V; = 40.

(b) Le terme général est alors :

1 n—1
th=tq" = 40(1) .

1 n-1
D'ou: V, =160-t,=|160—-40 (Z) .

Remarque : on verra bientét que comme

1 n-1
-1< 1 <1, (Z) se rapproche de plus
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en plus de 0 quand 7 croit, donc la quan-
tité de compost tend vers 160 Litres.

VII (3 points)

2x>—x-5
Soit f la fonction définie par f(x) = — 7
x p—
On note % sa courbe représentative dans un repeére

orthonormé (O; i; j).

1. Lensemble de définition de f est 7y = R\ {2}

2x*—x-5
2. f(x):0<:>—2:0.

Le discriminant vaut A = (—1)2 —4x2x(=h) =
41> 0.

e . . 1-v4l
L'équation a deux racines réelle : x; =

1+v41

et x, = 1

3. Pour étudier le signe de f(x), on renseigne un
tableau de signes :
Remarquons d’abord que x; < 0 et x, < 2 (car
41 <49 donc V4l <vV49=7 qui donne x; < 2).
Le trindme 2x° — x—>5 est du signe du coefficient
de x?, 2 donc positif a 'extérieur de I'intervalle
formé par les racines.
On en déduit le tableau de signes :

1-v41 1+v41 9 4
X —00 o0
4
2x°—x-5 + 0 - +[+
x—2 - - —I+
fx) - 0 + [+

La courbe est donc en dessous de ’axe des abs-

1-VAT| [1+VAT

cisses pour x € | —oo;

4 4
et au-dessus pour
1-v41 1+v41
X€e R Ul2; +ool.

4. Pour étudier les variations de f, on étudie le
signe de la dérivée.
[ estdérivable sur 7 comme quotient de fonc-
tions dérivables.

f = — avec u(x) =2x°—-x—-5etv(x)=x-2;
v

u(x)=4x-1letv'(x)=1.

!/ !/
f= (%)’: u vv—zv u donc
£ = 4x—-1)(x-2)-(2x* - x-5)
(x—2)?
_AX*-BXx—x+2-2x"+x+5 |2x°—8x+7
- (x—2)2 T x-2)?
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Le dénominateur est positif, donc f'(x) est du
signe de son numérateur.

Signe de 2x* —8x+7:

8-v8
A = 8 > 0; les racines sont x3 = 4\/_ =
8-2v2 _4-V2 4++2
4 = etxy = 5

Ce trindme est positif entre les racines; il est
clair que x3 <2 et x4 > 2.
On en déduit le tableau de variations :

442

X —0o0

2
@ + ¢ - - ¢ +

fx)

/NN

~9,83

5. (a) Le coefficient directeur de la tangente au
point de la courbe d’abscisse 0 est

0y =2
F'o=-.

(b) L'équation de la tangente a la courbe au
point d’abscisse a est y = f'(x)(x — a) +
f(a), dong, ici, y = f'(0)(x —0) + f(0).

7 5
fl) = 7 et f) = > donc I'équation
de la tangente au point d’abscisse 0 est :

7 Jr5
=—x+=|
y 4 2

VIII (1,25 point)

Laloi de probabilité ci-dessous donne le gain pos-
sible a une loterie sans tenir compte du prix du billet :

500
0,025

Gain (en €) 0 5 10
Probabilité 0,6 0,2 0,1

100
0,075

On appelle G la variable aléatoire égale au gain du
joueur.

1. Lévénement « Le joueur gagne 5 € » est noté
(G=5).
L'événement « Le joueur gagne au moins 5 € »
se note (G =5).
p(G=5)=0,2+0,1+0,075+0,025
=1-p(G=0)=1-0,6=[0,4]

2. Lorganisateur prévoit de fixer le prix du billet a
15 €.
On note X la variable aléatoire donnant le gain
du joueur en tenant compte du prix du billet.

(a) Lesvaleurs pries par X sont alors -15;
-10; -5; 85 et 485.
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Gain X (en€
Probabilité

-15
0,6

(b) Lespérance est E(X) = inp X=x) =

-15x%x0,6-10%x0,2-5x%x0,1+85x%x0,075+
485x0,025=-9-2-0,5+6,375+12,125
-
Cela signifie, qu’en moyenne, sur un grand
nombre de parties, le joueur gagne 7 eu-
ros par partie, donc l'organisateur va faire
faillite.

-10 | -5 | 85 | 485
0,2 | 0,1 | 0,075 0,025

IX (3,25 points)

Une entreprise possede 50 ordinateurs. La proba-
bilité qu'un ordinateur tombe en panne est de 0,01.
On suppose que le fonctionnement d'un ordinateur
est indépendant des autres.

On note X la variable aléatoire donnant le nombre
d’ordinateurs en panne parmi les 50 disponibles.

1. Onarépétition d’épreuves identiques a deux is-
sues donc X suitlaloi binomiale, de parametres
n=50etp=0,1.

2. La probabilité qu’aucun ordinateur ne tombe
en panne est 0, 99°0 ~ 0,605.

3. E : «au moins un ordinateur est en panne »
est le contraire de I'événement précédent, donc

p(E)=1-9,99°"~[0,395]

50

4. Onsaitque p(X =k) = ( r

On en déduit que :

50
p(X =5)= ( 5) x 0,01° x 0,99%

=3178140x0,01° x 0,99% ~[0,00013

5. (a) p(X = 3) est la probabilité qu'exactement
trois ordinateurs tombent en panne.

50
(3) x 0,013 x 0,99%"

0,012221098 z

p(X < 3) est la probabilité que moins de
trois ordinateurs tombent en panne.
pX<3)=pX=0+pX=1+pX-=

2)+ p(X =3)=[0,998]

On sait que E(X) = np donc
E(X)=50x0,01=0,5.

En moyenne, le nombre d’ordinateurs en
panne sur les cinquante est 0,5 ;.

(b)

(©
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