Correction du controle commun n° 4

Exercice 1 (5 points)

1.

(a)

(b)

()

(d)

(a)

(b)

(@]

0,1 D

0,91 B
On demande p(An D).

p(AnD)=pp(A) x p(A) =0,4x0,1, donc

p(AnD) =[0,04]

On calcule aussi p(BnB) de la méme facon, c’est

0,6x0,09 =[0,054]

A et B sont des évenements formant une partition de

I'ensemble des pieces (c’est-a-dire

D = (DNA)U(DnNB) et c’est une réunion d’évenements

disjoints),.

Alors: P(D)=p(Dn(AuUB))

pD)=p(DNA)UDNB)) =pDNA)+pDnNB)

= pa(D) x p(A) + ps(D) x p(B) (formule des probabili-

tés totales).

Ainsi :

p(D) =0,04+0,054 =| 0,094 |

On nous demande pp(A), on utilise la formule :

p(DNA) 0,04 40 |20
pD) 0,094 94 |47

On a répétition de 150 expériences identiques et in-

dépendantes avec deux issues :

ppA) =

X suit donc la loi binomiale de parametres 7 = 150 et
p=0,1:/X—2(50;0,1)]

Pour tout k entier compris entre 0 et 150, on a

pX=k= (Z)pk(l - p)"‘k donc

150 ;
p(X—k)—( . )xo,l’cxo,gbo’C .

On demande p(X < 1).
pX<)=pX=0+pX=1)

=0,9'%0+150x0,1x0,9' =|2,46107°

p(X <149) =1-p(X =150)

150
_ 1_( X ) < 0,10 % 0,9'50 = (valeur

exacte). (remarque : la calculatrice affiche 1, mais cet
événement n’est pas certain)

n 0 n n
3. p(X?l)zl—p(XzO)zl—(O)x0,1 x0,9" =1-0,9".

On cherche n tel que 1-0,9" = 0,99.
1-0,9"20,99 < 1-0,99<0,9" < 0,01<0,9"
In(0,01)

~43,7.
In(0,9)

Le plus petit entier tel que p(X = 1) = 0,99 est .

<~ In(0,01) < nln(0,9) < n=

Exercice 2 (5 points)
PartieA:

1. Soient n et p deux naturels distincts.
e nx e Px
X) = X) < = —
In )_fp( )_ 1+e™* 1+e™*
— e =eP (carl+e ¥ >0)

<= —nx = —px (par croissance de la fonction In)

— (carn # p). .
e 1

uel que soit n €N, 0)=—=-.
Quelq =753

nx

1
Toutes les courbes €6, passent par le point (0 , 5) etont ce

point pour seul point commun.
2. Etude de la fonction fy

(@ folx)= Tro%
Cette fonction est dérivable sur R et
) —e X e X
X)=— = .
fo (1+e 52 | (1+e %2

Comme e * > 0 et (1+e_x)2 >, on en déduit que

I

La fonction fj est donc croissante sur R.

lim e =+o0|.

X——00

(b) Onsaitque lim e*=0.Donc
X——00

Donc | lim f,(x)=0| Ceci signifie que I'axe des
X——00

abscisses est asymptote a la courbe %6 au voisinage
de —oo.

Onsaitque lim e *=0,donc| lim fy(x)=1|
X—+00 X—+00

Ceci signifie que la droite d’équation y = 1 est
asymptote horizontale a la courbe %6, au voisinage

de +oo.
(c)
X -0 +00
1
fx) /
0

3. Etude dela fonction f
—X

e
a) Ona fi(x) = ——=——
® fi I+e™* e'+1

teur et dénominateur par e”.

en multipliant numéra-
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o i X _ : _ L | 1 g™ I 1+e™™
lim e*=0donc| lim fi(x)=1| M0+M1=f dx+f dxzf
0o 1+e™* o 1+—x o 1+e *dx

X——00
e ¥ 1
lim e *= lim eX= 0, dott| lim fi(x)=0 On en déduit 1y + u; =1 donc
X—+00 X——00 X—+00
- _ -1
. fi= L1 e W) =14 ¢". u=1l-u;={1-In2+In(1+e )|
1+e*  u(x)
!/
fl= (l) _ _i’ avec 1/ (x) = e 2. On ala suite d’'inéquations :
u u? '
e¥>0 = l1l+e ">1 < 0< <1
Alors| f{(x) ©_ _0|care® >0 donc fi est ~nx Lre?
ors| fi(x) = ——— care onc f es e -
! (1+e%)? ! — 0< —= < e " donc‘ 0< fr(x)<e ™|
Lk e
décroissante. En intégrant ces trois fonctions sur [0; 1] , on trouve, par
Tableau de variation : conservation de I'ordre :
1 —-nx 1 1
X |7® +oo 0<f dx<f e‘”xdx<=>0<un<f e "dx.
1 0 1 + e_x 0 0
1 o 1
fi) 3. f e"dx=|-—e"| =—=(eT"-1)==(1-€e7").
0 n 0 n n
0 Par limite au voisinage de +oo:
. - . - 1
4. Etude de la fonction f, pour n =2 éljl.}lme "=0, xljrfoo l1-e™"=1, xLHPOO o 0, donc par pro-
—nx uit:
@ frlx) = . En multipliant chaque terme par . 1 _
In 1+e~* p d P lim —(1-e7")=0.

x—+oo p

1

—_ En utilisant 'encadrement de la question 2., et d’apres le
enx 4 o(n-1x

théoréeme des « gendarmes », on obtient

e >0, fu(x) =

S ) px _ - o .
(b) Pour p Z,XErPooe +o00, donc en utilisant I'écri hlP U, =0
X—+00

turedua.,| lim f,(x)=0]|
X—+00

La suite est donc convergente. vers 0

Limite en —oo : lim e =0, et lim e V* =0,
X——00 X——00

donc par limite de I'inverse| lim e * =+oo Exercice 3 (5 points)

X—+00

Restitution organisée de connaissances

(c) fn quotient de sommes de fonctions dérivables est .
voir cours

dérivable car

e +e ¥ 50 . R L
) Les deux parties peuvent étre traitées indépendamment.
En utilisant I'écriture trouvée au début de la ques- Partie A

tion :

ne™ + (n—1)en-bx

1. z>-2z+2=0a pour discriminant A = -4 < 0.
(enx + e(nfl))c)2

frx)=—

Léquation a deux solutions complexes conjuguées :
Comme n = 2, cette dérivée est négative quel que soit ‘ z1=1-1i ‘et‘ Zp=zZ1=1+il
x réel. Les fonctions , n = 2) sont donc décrois- ) ; )
N (n ) 2. Soit M; d’affixe z; =1 —i.
santes de +oo a 0. . .
OnaAM; =l|z1—zal=11-i—-1| =] -] =.
De méme AM, = |z, - zp| = |1 +i— 1] = |i| =[ 1]

Partie B : Etude d'une suite lide aux fonctions f, Ces deux résultats signifient que M; et M, appartiennent
au cercle de centre A et de rayon 1 soit au cercle €.
1 1 .-
e
1. g = (x)dx = f dx
1 fo h T

En posant u(x) = 1+e™*, u/(x) = —e™*, on remarque que Partie B
u'(x
la fonction a intégrer est — ( )) dont une primitive est la 1. Figure : voir a la fin de I'exercice.
u(x
ion — —x 2z-1 2z-1 2z-1-2z+2
fonction —In (1+e™¥). 2 z’=2Z : -7 1= zz Sl —1=22 - ZZ
z- z- z-
Donc u; = [~In(1+e™¥)]; =| ~In(1+e”!) +In2| 1 1
N _ —=z'-l=—— <= |(Z-1)(z-1)==|
Par linéarité, on a: 2(z-1) 2
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3.

6.

Le résultat précédent entraine :

1
« entermes de modules :|AM x AM' = 5|

¢ le produit des deux complexes étant non nul aucun des
deux facteurs ne peut I'étre, et en particulier 7-1#20 =

7 #£1, soit;
o entermes d’argument : arg[(z'—1) (z—1)] = 0+ 2kxn. Or
arg[(z' -1)(z-1)] = (Ti ; m) + (Ti ; AM'), donc

(Ti ; m) + (Ti ; AM/) =0+ 2k, ol k est un entier relatif

_ iZ _ iZ _ |
Onazp=1+e4 < zp—1l=¢e4>|zp—1|=|e4

= lzp-11=[1]

Cette derniere égalité montre que P appartient au cercle
de centre A et de rayon 1, donc au cercle €.

Il ne reste plus qu’a construire sur ce cercle le point tel que
- =\ 7
(W, aP) = 2.
4

AP’:1

le point P’
> p

1
On a AP xAP' = 3 or AP =1, donc

1
appartient au cercle %) de centre A et de rayon >

— T
D’autre part on a ( u, AP') =7

On peut donc construire P; symétrique sur le cercle € du
point P autour de I'axe horizontal contenant A. Le point P/
est le point commun a [AP,] et au cercle 6. Voir Figure.

3
(a) Onadoncz=Z+itavec teR.

1
Or:(Z-1(z-1)==doncz -1-= donc

2 2(z-1)
Z =1+ 1 =1+ L =1+ 1

2(z-1) 2(2+ir-1) 2(-1+it)
S PP U . -
B —1+4it\ =144t~ —1+4it
4 2

_ —l+4ir | 1+4it
T —1+4it | —1+4ir |

1 +4it 1+4it
Onendéduit:z':‘ _ =| ,l

—1+4it |—1+4it|

V(1)2 + (41)?
vV (=1)?% + (41)?

Le point M" appartient au cercle ¢’ de centre O de

rayon 1.

(b) Un point M’ de 6’ a une affixe qui peut s'écrire
z' = e!% avec a € R. Son ou ses antécédents par f vé-
rifient :

ia

2z—-1 : :
= — 2ze'* -2e'"" = 2z-1
2z-2 )
2eld—1

ZZ(ei“—1)=2ei“—1<:>z= — 1siem—l;zrfo.
e —

—

Ore“—1=0 <= el%=1 < a=0 < z=1.
C’est le point A et on sait que ce point n’a pas d’'image
par f.Laréponse est : non.
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Exercice 4 (5 points)

lité

Pour les éléves nayant pas suivi 'enseignement de spécia-

Partie A

fx) =x—ln(x2+1).

L f=x< x-In(x*+1)=x &= In(¥*+1)=0

— P+1=1 < ¥*=0 =
f somme de fonctions dérivables sur [0; 1] est dérivable et
sur cet intervalle :

(x-1)?
x2+1

1 x*+1-2x
241 x2+1
On a quel que soit x, xX*+1=1>0etsur [0;1], (x— )%= 0,
donc sur [0; 1], f "(x) = 0 : la fonction est donc croissante
sur [0; 1].

Onavuque f(0)=0et f(1) = . La fonction est
croissante de 0 a 1 —1n2 < 1, donc toutes les images f(x)
appartiennent a l'intervalle [0; 1].

! =1—
fl)=1-2xx -

x [0 1

/1—1n2<1

fx
0

Partie B

1. Figure ala fin de 'exercice (Annexe exercice IV)

2. On effectue une démonstration par récurrence :
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Initialisation : uy=1<1,donc ug € [0; 1].

Hérédité : Supposons qu'il existe un entier p tel que u, €
[0; 1]; d’aprEsla partie A, ona ups1 = f (up) etonavu que
siup €[0; 1], alors

flup)=upa€l0; 1]




D’apres 'axiome de récurrence, la propriété est vraie pour Annexe a l'exercice IV
tout n € N.

On a donc pour tout naturel n, u, €[0; 1].

2
. Pourtout n€N, ups1 — up =|—In(u; +1)

Oru,20=>u->0=>u5+121=>In(ul+1)=0
= 0=-In(ud+1).

Conclusion : quel que soit le naturel n, :

la suite est décroissante.

J
. La suite est décroissante et tous ses termes sont minorés
par 0: elle est donc convergente vers une limite supérieure
ou égale a 0.
mr————————_— ==
. o . ) 2 . | \
f est continue, donc la limite ¢ est solution de I'équation I |
_ . ) b — e —— -_— ‘
f(x) = x. La seule solution est 0 (d’aprés A.1.) donc . U | ‘
us | ——~AA" | |
Uy |- — ol }
Onadonc| lim u,=0]| ! |
n—+oo [ : : |
[ | |
[ I T [
0 L1 | I‘
Oo umsiy Uy 7
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Exercice 4 de spécialité (5 points)

Pour les éléves ayant suivi 'enseignement de spécialité

Partie A. Quelques exemples

1

2.

1.

2.

4=1 mod3,donc4” =1" mod 3 et finalement|4” =1 mod 3|

4 est premier avec 29 (29 est premier). Donc d’apres le petit théoréme de Fermat |4°°"! —1=0 mod 29 | donc 4?% — 1 est
divisible par 28.

4=0x17+4;
42 =0x17+16;
4% =3x17+13;
44 =15x17+1.

La derniére égalité montre que|4* =1 mod 17|, d’olx (44)/C =1% mod 17 |soit4* =1 mod 17 ou encore 4** ~1=0 mod 17.

Conclusion : | 4*F — 1 est divisible par 17|

Ona4’=16=3x5+10ou4’=1 mod5 d’ott il résulte que 4°* = 1 mod50uencore‘ 4*~1=0 mod5|
Conclusion : 4" — 1 est divisible par 5 si 7 est pair.

Enrevanche:de4=4 mod5et4?f =1 mod 5. Il résulte par produit que‘ 421 =4 mod5 ‘
Conclusion : 4" — 1 est divisible par 5 si et seulement si 7 est pair. (équivalence)

Diviseurs premiers de 428 — 1 : la question 2 a déja donné le nombre 29; la question 3 a donné le diviseur premier 17; la
question 4 a donné le diviseur 5.

D’autre part, 4= 1 mod 3 entraine 4” =1 mod 3 ou encore 4" — 1 est divisible par 3 qui est premier. Il y a également 5, 43.

4 =22, si p est premier différent de 2, il est premier avec 4, donc d’apres le petit théoréme de Fermat 4’1 —1=0 mod p ou
4P71=1 modp|

Le premier premier différent de 2 est 3, donc .

(@) Onadonc:4" =1 mod p, 4P =1 mod petn=>bqg+r avec r < b. On déduit de la seconde congruence que 41 = 1
mod p et par quotient avec 4%+ =1 mod pqued4” =1 mod p.
Or b étant le plus petit naturel vérifiant 4 =1 mod p, il en résulte que 4" = 1 ou encore .

(b) On vient démontrer dans la question précédente que si4” =1 mod p, alors n est multiple de b, b étant le plus naturel
positif tel que 4P =1 mod p.
k
Réciproquement : si n = kb, de 4P =1 mod p, on déduit que (4b) =1* mod p soit 4" =1 mod p. Léquivalence est
donc démontrée.

(c) D’apreés la question B. 14”71 =1 mod p et soit b le plus petit entier tel que 4°=1 mod p. D’apres la question 2. b. il en
résulte que p — 1 est multiple de b ou encore b (non nul) divise p — 1.
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