TS : correction du controle sur les suites et les démonstrations par récurrence

I Vraioufaux? (d’apres concours ESIEE)
Pour chacune des propositions suivantes, dire si elles sont vraies ou fausses et justifier, soit par une propriété du cours, soit par
un contre-exemple (éventuellement graphique).
1. Soient (u,) et (v,) deux suites réelles vérifiant pour tout n = 0: .u, < v, < 2uUy,.
(a) Si (uy) converge, alors (v,;) converge.
Faux : contre-exemple : 1, = 1 pour tout n donc 2u, =2 et v, = § + (_1)n.

2 4
Sur le dessin, les termes u, sont en bleu, 2u;,, en rouge et v, en vert.

A
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(b) Si lim u,=+oo,alors lim v, =+oco.C’est vrai (théoréme ds gendarmes).
n—+oo n—+oo

(c) Si(up) ne converge pas, alors (v,;) ne converge pas. Faux : contre-exemple :
n

U, =1+

5 3 5 3
qui vaut alternativement 1 ou 1 ; 2uy, vaut donc alternativement — ou >

On prend (v,) constante, avec v, = i Illustration :

A
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2 g
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1 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
2. Soit (uy) une suite définie sur N :
. . . . 1 L.
(a) Si (uy,) est strictement décroissante, alors hrP U, = —oo. Faux : contre-exemple : u, = -1 (uy) est décroissante et
n—+oo +

tend vers 0.
(b) Si lir+n u, = —oo, alors (u,) est décroissante a partir d'un certain rang.
n—+o00

Faux : contre exemple : u, = —n+(-1)". u, < —n+1, donc, d’apres le théoréme des gendarmes,

lirp u, = —oo et cette suite n'est pas monotone
n—+oo
Mlustration :

A >
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II

Démontrons par récurrence sur n que, pour tout n € N, 4" + 5 est un multiple de 3.
Soit Py, la proposition : 4" +5 =3k, k, € Z.

« Initialisation : 4° + 5 = 6 = 3 x 2 donc 4" + 5 est bien un multiple de 3.



 Hérédité : On suppose la propriété vraie pour un rang n quelconque, donc 4" +5 = 3k, k, € Z.
Alors: 4" +5=4x4" +5=43k,—5)+5= 12k, + 15 =3 (4k,, + 5) = 3k,+1 avec kn+1 =4k, +5€ Z.
La propriété est héréditaire.

D’apres 'axiome de récurrence, la propriété est vraie pour tout 7.

Remarque : pour ceux qui suivent I’enseignement de spécialité, c’est facile 2 démontrer directement, car4 =1 [3] donc 4" =1" [3] =
1 [3] donc, pour tout 7, 4" +5=6 [3].

III

. . PP uy=1
Soit (u;) la suite définie par { .
" P Up+1 = Un(5+ uy)
1. Démontrons par récurrence que tous les termes de cette suite (u,) sont positifs.
¢ up=1>0doncla propriété est vraie au rang n = 0.

¢ On suppose la propriété vraie ) un rang n quelconque, donc u, > 0; alors 5+ u, > 0 donc u,+; = u, 5+ u,) >0etla
rporpiété est héréditaire.

D’apres I'axiome de récurrence, tous les termes u,, sont positifs.

1
=5+ u, >5>1, doncla suite (i) est croisante.

un+
2. uy >0 pour tout n; pour tout n,

Un
v
Etudier dans chaque cas la limite éventuelle de la suite (u,) :
) 3n?+5n+1
Q) Up=——5—"—
" n%+1 )
n?(3+=+—| 3+ S, iz
Pour tout n #0, u, = 1n = 1”
2 - —
n (1 + nz) 1+ 2
lim (3+—+—|=3; lim |1+ — |, donc par quotient,| lim u, =3
n—+oo n  n2 n—+oo n2 n—+00
n+2
b) up=—5—7.
) Un =y
2 2
n(l+— 1+ —
De méme, u, = = nl
n? (5 +—| n (5 +—
n
. 2 . 1 1
=1 lim [1+—]; lim |5+ —]|=5dou lim |n(5+—||=+o0.
n—+oo n)’ n—+oo n2 n—+oo n2
Par quotient:| lim u, =0/
n—+oo
5+ cos(n)
C) Up=——"
n+1
6

4
Vn,-1<cos(n)<1=>4<5+cos(n)<6=>——<u, < .
n n+1

6
lim ( )=0et lim (— =0.
n—+oo\n+1 n—+oo\n+1
D’apres le théoréeme des gendarmes, nliIP U, =0|
—+00

V D’apres bac métropole juin 2009

On consideére la suite (w;,) dont les termes vérifient, pour tout n=1: nw, = (n+ Dw,_1 + 1.
Ce tableau donne les dix premiers termes de la suite :

wo wh wo w3 Wy Whs We wy Wsg Wy
1 3 5 7 9 11 13 15 17 19

nm+1Dwp-1+1 1llwg+1 11x19+1
1. Ona,pourn#0: w, = —— donc wyp = = =21;{ wip=21]|

2. Lasuite (w;,) semble la suite des nombres impairs. On conjecture que w;, =2n+1.
Démontrons cette conjecture par récurrence.

¢ Initialisation: n=0:2x0+1 =1 = wy donc c’est vrai au rang 0.




o Hérédité : on suppose la propriété vraie aurang n: w, =2n+1.
On calcule alors w41 : d’apres la définition de la suite (w;), ona:
m+2Qw,+1  (m+2)@n+D+1 _ @n2+5n+3  (n+1)(2n+3)

.on+1l n+1 n+l n+1
La propriété est vraie au rang n + 1 et elle donc héréditaire.

Wnel = =2n+3=2(n+1)+1.

D’apres 'axiome de récurrence, cette propriété est vraie pour tout n € N.

Pour tout n e N, .
3. On en déduit uggp =|{ 4001 |.
VI Antilles-Guyane septembre 2010
1 1 1 3
1. D’apresla définition up =1 ——ug=—+—-=|—-1|
P 2=l JU =Sty

1 1 1
« Sila suite était géométrique, d’apres les deux premiers termes la raison serait égale a — 3 ;O Uy % (— 5) =—#Up.

2
« Sila suite était arithmétique, d’apres les deux premiers termes la raison serait égale a > (- = 2 ;
+ 3 4 2#
oru —|=== Up.
11575 2
Conclusion : la suite (u;) n'est ni arithmétique ni géométrique.
1
2. @ v=um-—-yw==——-=-—x(1)=1.
(@ vo=u J=35-3 (-1
1 1 1
(b) On a pour tout naturel n, vy+1 = Upt2 — 3 Up+l = Upt1 — 1 Up— Eun+1 =

2 4 2 2 2

1 1 1 1 1
“Up+r1 —-Un =7 |Up+1 —ZUn|=| S VUn|

1 1
(€) vpy1= 3 v, signifie que la suite (v,) est une suite géométrique de premier terme 1 et de raison >

l n
(d) On adoncquel que soitneN, vnz(—) =l —

2
Uo -1
3. (@ wp=—=—=|-1}

Vo 1
Un+-U
Up+1 nT o Up
(b) Ona wy41 = =1—=2+—.
n+1 Un
2

. u T P
(c) On a par définition == wy, donc I'égalité ci-dessus s’écrit :

Un
Wpe1 =2+ wy |

(d) Légalité précédente montre que la suite (w;,) est une suite arithmétique de premier terme —1 et de raison 2.

On adonc wn=w0+nx2=—l+2n=.

. Un Up
4. Onatrouvé que w, =2n—-1=—=—
Un  5m

=2"x uy,.

2n—1
2”

5. Démonstration par récurrence :

Donc| u, = ,car2" #0 quel que soit n € N.

c 2x0+3 3 .
. Inltlahsatlon:Sozuoz—let2—T=2—I=2—3=—1.Laformule est vraie au rang 0.
o Hérédité : supposons qu'il existe un naturel k tel que :
k 2k+3
Skzl;)ul-zuo+u1+'-'+uk=2— ok
D S =S — 2k+3  2(k+1)-1 —4k—6+2k+1_2 -2k-5 2k+5 2(k+1)+3
ONE Sk+1 = Ok + Uk41 =2 2k + 2k+1 =t 2k+1 =t 2k+1 e 2k+1 - _T

La formule est vraie au rang k+ 1.

2n+3
2”

On a donc démontré par récurrence que pour tout ndeN S, =2 —




