Correction du controle commun n° 2

I
. " -1 (D" 1
1. PourtoutneN", -1<(-1)"<1=> —< < —
n n
1
Pr, lim (——) =0et lim — =0, donc, d’apres le théo-
n—+oo\ n n—+oon

reme des gendarmes, lim v, =0, donc la proposition est
n—+oo
vraie.

2. Soit (uy) la suite définie par u,+1 =3u, + 1.
Pour tout n, u;+1 — Uy =2u, + 1.

(a) Soit up = 1. Par récurrence, on montre que, pour tout

n,2u, +1>0, c’est-a-dire u,;, > ~3

1
o Initialisation : up =1 > -3 donc c’est vrai au rang

n=0.

1
e On suppose que u, > ~ Ppour un rang n quel-

conque; alors 2u, > -let2u, +1>0> —%.
La propriété est héréditaire.
D’apres I'axiome de récurrence, pour tout n,
2uy +1>0,donc u1 —uy, >0

(b) Si ugp = —2, alors la suite (u;) est décroissante. On
montre par exemple par récurrence que u, < —1 (fa-
cile a faire). On en déduit que 2u, +1 < 0 donc la suite

(uy,) est décroissante
1
(c) Si up = —5 alors la suite (u;;) est constante. (se

montre par récurrence)

3. Toute suite v a termes strictement positifs et décroissante
converge vers 0.

1
C’est faux! Contre-exemple : u, =1+ ——.
n+1l
4. La suite de terme général u, = 0,999999999" converge

vers 1.
C’est faux! —1 < 0,999999999 < 1 donc
lim 0,999999999" =0 |.

n—+oo

II

Le nombre d’arbres d’une forét, en milliers d’'unités, est mo-
délisé par la suite (1) ou u, désigne le nombre d’arbres, en mil-
liers, au cours de 'année (2010 + n). En 2010, la forét possede
50000 arbres. Afin d’entretenir cette forét vieillissante, un or-
ganisme régional d’entretien des foréts décide d’abattre chaque
année 5 % des arbres existants et de replanter 3 000 arbres.

5
1. Pour tout n,ona up,; = U, — ﬁun+3= 0,95u, +3|

2. On considere la suite (v;) définie pour tout entier naturel
npar v, =60—uy,.
(a) Pour tout n, vy+1 = 60 — Uy = 60— (0,95u, +3) =
570,951, = 0,95(60 - 1) =[ 0,950, |
On en déduit que la suite (v,) est géométrique de rai-
son g =0,95.

(b) Le premier terme est vg = 60 — ug =60 —50 = 10.

On en déduit ue, pour tout n, | v, =10 x0,95" |

(c) Onav,=60-u,,doncu, =60-uv,

=|60-10x0,95" |

3. 2015 correspond a n = 5; us = 52,262 donc le nombre
d’arbres en 2015 est environ égal a 52 262 (a un arbre pres)
4. (a) Pourtout n, uy+1—un
=[60-10x0,95""] - [60-10 x 0,95"]
=10x0,95" —10 x 0,95"*!
= 10 x 0,95"(1 — 0,95) =

0,5x0,95" |

(b) Pour tout n, 0,5 x 0,95" > 0 donc u,+1 —u, >0;la
suite (u;) est croissante.

10 x 0,05 x 0,95" =

5. 50450 x % =50x1,1=55.
On doit trouver n tel que u; = 55.
A la calculatrice, on trouve que n = 14, donc le nombre
d’arbres de la forét aura dépassé de 10 % le nombre
d’arbres de la forét en 2010 en 2024.
6. —1<0,95<1donc lim 0,95"=0d’ou lim u, =60.
n—+oo n—+oo

Le nombre d’arbres va se stabiliser a 60 000.

III

u0=3
Un

Ups) = ———
\uz+1
n

1. Montrons par récurrence que, pour tout n, u, > 0.
e up=3>0donc c’est vai pour n=0.

Soit (u,) la suite définie par

e On suppose que u, > 0 pour une valeur de n quel-

conque.
2 Un
Alors, comme \/ u;; +1>0,0na upy; = ——>0.
uz+1
La prpriété est donc héréditaire.
On en déduit que u,, > 0 pour tout n.
Un+1 1

2. D’apres la question 1., u, > 0; alors| —— = <1

U+
ooy ud+1
car u2+1>1doncy\/u2+1>V1=1.

On en déduit que la suite (u,) est décroissante.

3. La suite (u;) est décroissante et minorée par 0, donc
convergente vers une limte ¢ avec ¢ = 0.

X
4. ups1 = f (uy) avec f(x) = 5
[ est continue, donc ¢ est solution de I’équation f(x) = x.

X
f=xe =xox|l- =0.
VxZ+1 x2+1
x = 0 est une soluton.
Six#0, Vx2+1>1doncl— > £0
xc+1

La seule solution est 0, donc la limite de la suite est .

1\Y

. (3 ) 3
a) I}I_I} (;) =0donc xEIllm (2 - ;) = par somme.

8 1
b) Pourtout x# 0, 3x> —8x+1= x? (3——+—).

x  x?
8 1
lim [3-—=+—=] = 3 et lim x> = [+co| donc
x—+00 x  x? X=+00

lim (3x*-8x+1) =+o0
x=+00
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c)

d)

e)

f)

Pour tout x #0 6x-1 = x(S—%) =
’3x2+x—2_x2(3+%—3)_

. 1 2
lim (3+———
X

X—+00 X

hm,@——):&

) =3 donc
X—+00 X

6x—1
(3x2 +x- 2) @
Le numérateur et le dénominateur s’annulent en 2, donc on
peut les factoriser par (x —2).
3x% -5x—2=(x—-2)(x+1) et 2x*> —5x+2 = (x—2)(2x — 1).
3x°-5x-2  (x=2)(x+1) x-1
2x2-5x+2 (x-2)2x-1) 2x-1
3x2-5x-2 (x 1
2x2—bx+2) io3\2x—1 3
VX+6-3 [VX+6-3[vVx+6+3]]
Pour x # 3, = =
x-3 (x-3)[Vx+6+3]
x-3 1 . \/ xX+6-3
= d’ot lim
(x-3)[Vx+6+3] Vx+6+3 =3\ x-3

1
=lim -
x—3

=+ood’ou lim
X—+00

x|3+=--2
X X

X—+00

Pour x # 2,

1

Par conséquent : hm

H
3
5x-3 _x(5-%)

3
Pour x #0 = = =
2x+1  x(2+1) 1

(e

lim

X—*00

Alors:

(d’apres le théoréeme

Il
LE

>

Il
\CH &)

sur la limite d'une fonction composée).
Attention aux manipulations sur les

exemple, \/>

racines carrées; par

unlquement sia>0etb>0.

Sot f la fonction définie sur [0; +oo[ par:
. 1
ax+3 sixe|0; =
2
2x—-1 1
flx) = sixe —;1]
x+15 2
vVx+3-2 .
——— sixe€]l; +oof
x—1
1. Sur 1|, f est continue et est la restriction d'une fonc-

1 1
tion continue, donc lim f(x)=f(1) =4/ —
x—1x<1 6 4

Pour savoir si f est continue en 1, il reste a montrer que

liir%f(x)=f(1)= =
)§c>1
Or,purx>1, f(x) = yx+3-2
[Vx+3-2]x [¢x+ +2] x-1

(x=1)x[Vx+3+2] (x-1[Vx+3+2]

1
Vx+3+2 |

1
—=f(1)-

Par conséquent : hrn flx) = lm}
x—>

x>1 vVx+3+2

On en déduit que f est contlnue enl.
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VI

2. De méme, hm fx) = f(%) =0.
"
Pour que f soit continue en % il faut que )lCLn} fx)=0
x<;

1
doncax§+3=0.

On en déduit .

Soit (E) I'équation : x> —2x—2=0.
1. L'équation (E) s’écrit f(x)
par f(x) = x> -2x-2.
¢ f estcontinue (polyndéme)
* xl—l}zloof(x) =

= 0 en définissant la fonction f

—00 en mettant x3 en facteur.

e Deméme, lim f(x)=+ooc.
X—+00

D’apres le théoreme des valeurs intermédiaires, I'équation
f(x) = 0 admet au moins une solution.

2. L'équation (E) s’écrit x3 = 2x+2. les solutions de (E) sont
les abscisses des points d’intersection des deux courbes
représentatives des deux fonctions x — x> et x — 2x + 2.

IIn'y a qu'une intersection, donc I'’équation semble n’avoir
qu’'une solution.

3. Etudions les variations de la fonction f.

3x2-2.
2

f est dérivable et f'(x) =
'

On en déduit le tableau de variation de f :

2
=0 pour x = — get

V? V@
X |—oo —-\/= = +00
3 3
f'(x) + ¢ - ¢ +
~—-0,91 +00
fx ///// \\\\\ ////ﬂ
—00 ~-3,09




D’apres les variations et les valeurs des extrema, on trouve
que I'équation f(x) = 0 admet une unique solution.
4. Avec une calculatrice, on trouve que la solution a vaut en-

(—1)”“. Quant au dénominateur, comme u; > 0
pour tout 1, 2u, + 1 > 0 donc la propriété est héré-
ditaire.

D’apres 'axiome de récurrence, la propriété est vraie
pour tout n.

L1 . , . e —1
VII (Pour’le.s (?l(fves ne suivant pas 'enseignement 2. Pour tout entier naturel 7, on pose v, = "+
de spécialité) Up+1
Up+1 — 1
On consideére la suite (u,) définie sur N par : (a) Pourtout b, vy41 = ﬁ
n+1
Mnt2
—9 et tout enti turel _ Uy +2 _2up+1 _ 2up+l —Up+1
up =2 etpour tout entier naturel n, u,4; = U1 ) 32":“;' 31,43 |
. 2up +1 "
On admet que pour tout entier naturel n, u, > 0. (se montre- wn —1 1 u -1
rait pat técurrence b) Pourtout n, vpys; = ——b—— = —— x =
P ) () T3 wp ) 3 up+l
4 14 _|_L,
1. (@ Onau;=(-=08|;u1=|—~=1,08; 3
5 13 1
40 0.98 122 Lol Pour tout n, vy = -3 v, donc la suite (v,) est
us=|-—~=0u, ylug=——=~1,
1 121 . . 1 .
géométrique de raison g = —— et de premier terme
(b) up-1=1>0et(-1)°=1:u;-1~-0,2<0et(-1)' = 1 3
—1;u3—1=0,08>0et(-1)>+1;us—1=-0,02<0et Vo = 3

(—l)3 =-1;u4-1=0,01 >0et (—l)4 =1 donc, pour
I'un des entiers 0, 1, 2, 3, 4, u, —1 ale méme signe que

(-D".
X Up+2
(c) Pour tout entier naturel n, u,1 —1 = -1=
2up +1
Un+2—-Qup+1) —-0p+1 u,—1
2up +1 _Zun+1_ 2up+1

(d) Soit P, la propriété « n, u, —1 a le méme signe que
(=1)"».
¢ Aurang0, la propriété est vraie (déja vérifiée)
» On suppose que u, — 1 ale méme signe que (-1)"
pour un entier 7.
Up —
2un +1
de (-1)", alors — (u, —1) a le signe de —(-1)" =

Alors : Up1—1 = ; Si up —1 ale signe
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On en déduit que, pour tout n, v, = voq"
1 1\" 1 n+1
RN

3 3 3

On admet que pour tout entier naturel n, u,, =

1+v,

1-v,

On obtient

1
Comme —1< 3 <1,

ue| lim wu,=1|
q am Cln

n




