Correction du bac blanc de mars 2016

Exercice I

On considere le plan complexe & muni du repére orthonormal direct (O; U ; V).
1. Soitle polyndme P tel que, pour tout zde C, P(z) = 22 —47° +6z-4.
a. P(2) =28 _4x2%2+6x2-4=8-16+12-4 =0donc 2 est une racine de P.

b. PourtoutzeC, (z—2) (az2 +bz+ c) =azd+ (b- Za)z2 +(c—2b)z—-2c.
Par identification, on trouve :

a=1 a=1
b-2a=-4 b=-4+2a=-2
c-2b=6 ) c=6+2b=2
—2c=-4 c=2

On en déduit

P(2)=(z-2)(2*-2z+2) |

2. Onrésout1'équation P(z) = 0. Un produit de facteurs dans C est nul si, et seulement si, I'un des facteurs est nul.

e z2-2=02=2

e 2°-2z+2=0; A=—-4<0:ilyadeux solutions complexes conjuguées,

22 [T+

A

Onnotea=1+ietf=1-i.

Soient A, B et C les points d’affixes respectives a, 1 —iet 2.

Aadonc pour affixe ¢ =1 +1i.

1l est clair que les diagonales ont toutes les deux pour milieu Q(1) ; les diagonales se coupent en leur milieu,
donc AOCB est un parallélogramme.

a 1+i  (1+D? 2i _

Soit z=% =1
METETIHT T2 T2

OA
|Z]= OB =]il|=1donc OA= OB : OACB est donc un losange.

((7\; ﬁ%) =arg(Z) =arg(i) = g donc le losange OACB a un angle droit : c’est un carré.

3. Soit f I'application de £ privé du point C dans & qui au point M d’affixe z, (z # 2), on associe le point M’
d’affixe z’ définie par :
, z2—(1+10)
z=—".
z—2

,a—(1+)  (1+D-0+D) —
a. f(A) apour affixe z; = 7—2 - Te12 =0donc| f(A) =0

-1+ 1-i)—(1+i —2i 2i 2i(1—i
f(B)apourafﬁxez%:ﬁﬁ(_zl)=( ll)—i—(z l):—l—lizl_-:i: 1(2 1)=1+i=adonc.

On cherche le point E tel que f(E) = C; son affixe z est telle que Tz —2=2 << z-1-1=2z2-4 <
z— i

-l1-i+4=z << 3-i=2z.

E a donc pour afﬁxe:
b. o lz—(1+i)|=|z—al=[AM]
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e lz-2l=lz-zc| =[CM]

On suppose que M appartient a la médiatrice de [AC] donc AM = CM.

-1+ —(1+i AM
oM =7|=|% a+D|_le-(+hl_AM 1 donc M’ appartient au cercle de centre O et de rayon 1.
z—2 |z —2] CM
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2.

s W-w=1x1-3x0+1x(-1)=[0] donc|u L w |,

N

/

_—

u Lwl|

La droite A est dirigée par le vecteur u' (-1; 1; ~D et - w = @, donc

Les vecteurs u et u' dirigent respectivement D et D’ et sont orthogonaux a w qui est donc un vecteur directeur
de A.

a. ;-;=3—6+3=@d0nc nlu ;

deméme,;'$=3—3=@donc nlw]

Les vecteurs ; et Z n’étant pas pas colinéaires, ils forment une base du plan P, et le vecteur ; est donc
normal a ce plan.
_ 3
b. & apour vecteur normal n |2 |. Une équation cartésienne de P est donc:|3x+2y+3z+d =0} ou d est
3
un réel a déterminer. Comme A(3; —-4; 1) e X, ona:3x3+2x(-4)+3x1+d =0, dott d = —4. Une
équation cartésienne de P estdonc:|3x+4y+3z—4=0|

a. H’' est un point de D/, il existe donc un réel ¢ tel que H'(-1—t; 2+t ; 1— £). Par ailleurs H' € &, donc

3(-1-0+42+1)+3(1-1t)—-4=0,d o, en développant, —4¢ = 0 puis ¢ =0, ce qui donne .

1
b. La droite A passe par H'(=1; 2 ;1) et est dirigée par w | 0 |. Une représentation paramétrique de A est
-1
donc:
x = —1+s
y = 2 (seER)
z = 1-5
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4. a. He D, doncil existe 1 € R tel que AH = /1;, d’ot1 'on déduit H(3+ A ; —4—31; 1+ A). De plus H est un
point commun aux droites D et A, il existe donc une valeur de s et une valeur de A telles que :
-1+s = 341
2 = -4-31
1-s = 1+A
La deuxieme équation donne A = —2 etles deux autres donnent alors s = 2; on en déduit que| H(1; 2; —1) |
. HH =\V(C1-12+2-22+ 0+ 12 =v8=| 22|
5. . D’apres la relation de Chasles, MM’ = MH + HH' + H' M’ . Posons v =MH +H'M ,alors v - HH' =0
car (MH) L (HH") et (H'M') L (HH").
- . 2 2 - —
. MM = HH' + 7 donc (MM )" = (HH') +2HH' -V +v%;
—_ -2
comme HH' - v =0, il reste MM' = HH"? + || v H ,d’ot:| MM™? = HH" |
La plus petite distance possible entre deux points de D et de D' est donc obtenue pour les points H et H'.
La distance entre les droites D et D’ est donc égale a .
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Soit f la fonction définie sur R par:

fO=x-1+(x*+2)e ™"

On note (%) la courbe représentative de f dans un repeére orthonormal (O A | ) .

Partie I : Etude d’'une fonction auxiliaire.

Soit g la fonction définie sur R par:

gl =1-(x* —2x+2)e” ",

2 2 2 2
1. Limiteen—oo:Pourx;éo,x2—2x+2=x2(1——+—2); lim x® = +ooet lim (1——+—)=1donc,par

produit, lim (x*-2x+2)e™ =+ocod’oti| lim g(x)=-oco
X——00 X——00

Onen déduitque| lim g(x)=1|
X— =00

X—-00 x—-00 x x?

X X

. x? x 2
¢ Limite en +oo Pour tout xeR, g(x)=1- —+2x — ——.
e et e¥

X n

D’apres les formules de croissances comparées, lir+n —, = +oopour n entier naturel nonnul, donc lim — =
X—+00 X

x—+oo e¥

2. gestdérivable comme somme, produit et composée de fonctions dérivables.

g =-[Rx-2e "+ (-1 (x*-2x+2)e ] =—(2x-2-x* +2x-2)e = — (—-x* +4x—4)e”"
=(x*—4x-4)e™" =.
g'(x)>0pourx#2etg'(2)=0.
. Puisque g'(x) =0, g est croissante sur R.
On en déduit le tableau de variation de g :

X |-oo 2 +00

g'x) + ¢ +

g(x) / o2

4. « g estcontinue sur R comme comme, produit et compose de fonctions continues.

. xlim g(x) = —oo (donc g(x) prend des valeurs négatives).
——00
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. xliIP g(x) =1 donc g(x) prend des valeurs positives.

D’apres le théoreme des valeurs intermédiaires, I'équation g(x) = 0 admet une solution.
Comme g est croissante sur R, cette solution est unique : on la note a.

g(0,35) = —0.0024 <0 et g(0,36) = 0.017 >0donc| 0,35 < a <0,36

5. Signede g:

X —00 @ +00

g(x) - ¢ +

Partie II : Etude de f
Ona f(x)=x—1+ (x2+2)e_x.

1. « Limiteen —co:Ona f(x) =e ™ [xe* —e* +x* +2].
lim e
X——00

lim xe* =0 d’apres les croissances comparées.
X——00

lim e*=0;
X——00

lim (x2 +2) = +oo0.
X——00

= +o00.

Par produit, on en déduit xlim f(x) =+o0 |
——00

Limite en +o0:
2
X
f)=x-1+—+—.
et eX

X 2

. e . , . . X N B

lim — = +oo (croissances comparées) et lim e* =+oodonc lim [—|=0dou| lim f(x)=+ool|
x—+00 x2 X—+ x—+oo | eX xX—+00

2. f est dérivable sur R.
Pourtout xR, f'(x) =1+2xe * + (xz +2)x (e F=1+(2x- X - 2)e " =1- (x2 -2x+2)e* = .
3. f’(x) a donc le signe de g(x).

On en déduit le tableau de variation de g :

X —00 a +00
f'(x) =gx) - 0+
+oo\ /+oo
f () fl@)
2
a®—-2a+2
4. a. Pardéﬁnitiondea,ona:1—(a2—2a+1)e_a=0©1=7a©a2—2a+2=ea
e
s a’+2=¢%-2a.
2
a
fl@=a-1+ =a-1(e"+2a)e " =a-1+1+2ae *=a—-2ae % =|a(l+2e %)

b. Onpose h(x) = x(1+2e7%).
H(x)=1+2e " +xx2x(-1e *=1+2(1-x)e ™.
1l est clair que h'(x) >0sur [0; 1] donc h est croissante sur cet intervalle.
Comme 0,35 < a < 0,35, ona h(0,35) < h(a) < h(0,36).
h(0,35) = 0,84328 et h(0,36) = 0,86233.
On en déduit que‘ 0,84 < f(a) <0,87 ‘

5. Latangente T a4 au point d’abscisse 0 a pour équation y = f'(0)x + f(0) ©

2
- X 2
6. Pourtout x€R, f(x) - (x—1) = (x* +2)e xze—x+e—x.

Onen déduit lim [f(x)-(x-1)]= [0] (timites déja vues).

7. Puisque xlirP [f(x) — (x—1)] =0, la doite A d’équation y = x — 1 est asymptote a & au voisinage de +oo.
—+00

f)-x-1= (x2 +2)e”* >0 donc ¢ est au-dessus de son asymptote A.
Voila la courbe, non demandée :
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Exercice IV

Pour les éléves ne suivant pas '’enseignement de spécialité

N =

1
Soit la suite (1) définie pour tout entier naturel » par : uy = 3 et Upy1 =

( 2
Up+—|.
Un

1. Soit f la fonction définie sur ]0 ; +ool par

f(x)z% x+% .

a. f estdérivable sur ]0; +oo[ comme somme et produit de fonctions dérivables.

2) 1 (xz—Z) | G=v2)(x+v2)

1
Vx>0, fl)==(1-5|==
o f 2( xz) 2 2x2

f'(x) =0 pour x = —V2¢]0; +oo[ ou x = V2 €]0; +ool.
f(x) est du signe du numérateur, trinéme du second degré, qui est positif (du signe du coefficient de x?)
al'extérieur de I'intervalle formé par les racines.

x2

Il est clair que )16111(1) fx)=+ocoet xgqlwf(x) =+00

Tableau de variations :
X 0 V2 +o00
e - 0+
+00 +00
f@® \ /
V2
Graphique:
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b. Voir graphique.

2. a. Montrons par récurrence que, pour tout 7 =1, u,, = V2.
e 9
o Initialisation : u; = 1 >v/2 donc 1y = V2.

o Hérédité : on suppose que 1, = V2 pour un entier 7 > 1.
Sur [\/E ; +00

, f est croissante, donc conserve 'ordre :
Up= V2= Up =f(up) = f(\/i) =v2donc uy+1 = V2.
1 2 x> +2 x*+2-2x*> 2-x°
b. Poupr\/E, X)—x=—|x+—]—-x= —X= = <0donc f(x) <0.
f= 2( x) 2x 2x 2x f=

c. Pourtoutn=1, u, = \/5; or, pour x = \/E, f(x) <xdonc f (uy) < uy, cest-a-dire u,4+1 < uy.

La suite (u;) est donc décroissante.

d. La suite (u,,) est décroissante, minorée par v'2 a partir de n = 1, donc convergente.

1 2
3. a. festcontinue, donc lalimite ¢ est solution de I’équation x = f(x) donc x = 3 (x + —).
X

b. Cette équation a pour solutions —v/2 et V2.

Comme ¢ > 0, on en déduit que



