Correction du bac blanc (mars 2014)

termes du quotient sont positifs, donc f(x) —x =0,
ce qui signifie que la courbe (€¥) est au dessus de la

Partie A droite (D).
1. gestdérivable sur R, doncsur [0; +ool et sur cetintervalle: .
Partie C
g=e"-1| . .
~ + 1. Voir a la fin de I'exercice. .
e -1>0<=¢e >1 1
<~ x>0 (par croissance de la fonction In) . 2. Démontrons par récurrence sur n que : 2 S Up S Upyp <1

Conclusion : g’ (x) >0 sur [0; +oo[, donc la fonction g est
croissante sur cet intervalle.

2. Onag0)=1-0-1=0.
La fonction étant croissante sur [0 ; +oo[, on a, quel que
soit x, g(x) = g(0), donc .
3. On vient de démontrer que pour tout réel de I'intervalle
[0; +oo,
g =20 <= e*-x-1>0 <= e*-x>1.
Partie B
1. Onaf(O)—T—Oetf(l)—z—l.
Comme la fonction f est croissante sur [0; 1], 0 < x <=
FO<fH<fl) = .
2 @ f)-x= -1 e’ —1—xe* + x?
*—x eX—x
Cefl-0+xf-1 e'l-x0)+x+1D)(x-1)
B er—x - eX—x
_e1-x0)-(x+DA-x) (A-x(*-x-1)
B e’ —x a et —x
| A=-x)g)
| oer-x

(b) La position relative de la droite (D) et de la courbe
(€6) sur [0; 1] est donnée par le signe de la différence
précédente : f(x) —x. Or on a vu sur [0; 1], g(x) =0

ete’*—x=1>0. Comme de plus 1 — x > 0, tous les

Initialisation: On avu que sur [0; 1], f(x) —x =0 donc
f(x)=x.

On en déduit que f(up) = up et f(up) < 1 car pour
x€[0; 1], f(x)€[0; 1].

<

1
Onadonczsuo\ulsl.

Hérédité : Supposons qu'il existe p € N tel que :
1

= <up<

2

[0;1]:
z)<

f 5| <

— Uux

Up+1 < 1 par croissance de la fonction f sur

(up) < f (upr1) < FD
up+1 < up+2 < 1
1 1
et comme U > Ug = E,onag su
On a donc démontré par récurrence que pour tout entier

1

ESMHSMHJJSI.

f

<

p+1 S Upr2 < L.

naturel n,

. On vient de démontrer que la suite (u;) est croissante et
elle est majorée par 1.
Elle converge donc vers unréel £ < 1.
Or f est continue, donc comme u,+1 = f (4;) on obtient
par continuité ¢ = f(¢) qui a pour solution dans l'inter-

valle

> ; 1| le nombre 1.

Conclusion: lim u, =1.
n—+oo

Page 1/4

Up Uy Uz Us



II

Le plan est rapporté a un repé re orthonormal direct
(0;u; V).
1. Résolvons I'équation z* +8zV/3 +64 = 0.
2
A= (8\/5) —4x64=64x3-64x4=64x(3-4)=-64<0.
L'équation a donc deux solutions complexes conjuguées.

_ —8V3-8i
2

21 =—4\/§—4i etz =27 =—4\/§+4i.

= {—4\/5—41; —4\/§+4i]

2. On considere les points A et B qui ont pour affixes respec-
tives les nombres complexes a = —4v3—4iet b = —4v/3+4i.

» OA=lal =|-4v3-4i| = |-4/(V3+i| =4x2=[8]

» OB =|b| = [a| =lal = OA (car, pour tout z, |Z| = |z]).

¢ AB =8 (évident, puisque les deux points ont méme abs-
cisse!)
¢ On en déduit que le triangle OAB est équilatéral

3. On désigne par C le point d’affixe ¢ = V3 +i.
D est le point d’affixe d ou D est tel que OD = OC et

(0¢; 0B)=2..

d OD d — —
(a) ‘—‘ =—0=1 carOD:OCetarg(—) = (OC; OC) =
c oC c

T
3"

Adiri d _ iz

On en déduit que| — =e'3

Figure:
-8 -

Page 2/4

(b) On en déduit que d = €'

d=2i|

e
3

1 V3, o
_(E+71)(\/§+1)—21.

4. On appelle G le point tel que -0G+0D+0B=0.

(@) —&5+@+&§:3©—g+d+b:0
og=b+d=-4V3+6i.

(b)
(©

5. (a)

(b)

g=-4V3+6i|.

Figure en dessous de |'exercice.

On obtient facilement que : z— = z——= = 2i donc
BG=0D.
OBGD est un parallélogramme.

BG OD

c-g  V3+i—(-4v3+6i)  5/3-5i
a-g -4V3-4i—(-4v3+6i)  —10i

1 1 AR O N1 -
=533 =5 iE-) =5 1+ v8)

1 V3, i 1. 1_,
=|-+—i=¢€'2 [car—=-idonc —— =1i.

2 2 1 !

—

(G_A, GC) = arg(

GC

GA

a

g):

a-g

C:Z‘zldonc.

T

3|

Le triangle AGC est isocele en G avec un angle au

T
sommet égal a 3 donc il est équilatéral.

Y



III

1. Vx € R, -1 < sinx < 1 donc ‘ —e *<e 'sinx<e”

X

car
e *>0.
Or lim (-x) = —oo,donc lim e*= lim eX =0.
X=+00 x——00 ——00

Deméme, lim (—e™*)=0.
X——00

D’apres le théoréeme des gendarmes, YliIP f)=0}
X—+00

On en déduit que I'axe des réels est asymptote a 6y au voi-
sinage de +o0.

. f est déérivable sur R comme produit et composée de

fonctions dérivables.
f=uvavec u(x) =e ¥ et v(x) =sinx.
u'(x) =—e *caru=e" avec w(x) = —xet (e“’)'
V' (x) = cos x.
f'=u'v+v'udonc:
Vx€eR, f'(x) = —e *sinx+e *cosx = (cosx —sinx)e ™ =
1 1 T T

\/.'Z(— -— sinx) e ¥ = \/E(cos —Ccosx—sin— sinx) e

V2 V2 4 4

i

=|v2cos (x+ Z)efx .

=uw'e?.

X

T
. On étudie la fonction f sur l'intervalle [_E ; 7'[].

Recopier et compléter le tableau suivant :

T T

Valeur de x -— — 7
2 4

T 7T T b7

Valeur de x+ — - = —

- 4 2 4

Signe de cos|{x+ — +0 -

g L+ 0

Comme V2 et e~ sont strictement positifs, f’(x) est du
7

signe de cos (x + Z)

On en déduit le tableau de variation de f :

T T

Valeurdex | —— — b1
2 4
i) + 0 -
~ 0,32
fx) / \
~ —1.55 0

4. Courbe ala fin de I'exercice

b4
5. Déterminer algébriquement sur R, puis sur [_E ; n], les

coordonnées des points communs a :
(a) (%f) et I’axe des abscisses.
On résout sur 'équation f(x) =0.
fx)=0ee *sinx=0<sinx=0care * >0.
On obtient x = kn, ke Z.
Dans l'intervalle [—g ; n], onobtient x=0etx=7:

7=l

(b)

(©

Courbe:
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(€r) et (61).
On résout I'équation f(x) = —e™*.
f(x) = —e™* © e Fsinx = —e™* © sinx = -1 (car
e *>0).
On obtient| x = —g +2km, ke Z |
Dans l'intervalle [—z ; n] .= {—z}
2 2

(€p) et (%),

On résout I'équation f(x) =e .

X

fx)=e*oe*sinx=-e " osinx=1

(care™ ™™ >0).

ON obtient :

3
x:5+2kn, kezZ)|

Dans I'intervalle [—g ; n] HI

3T



Exercice IV pour les éleves ne suivant pas I'enseignement de spécialité

6
1. (@ ur= u0+1=3x5+6=.

(b) On obtient: d; = ul—u():,dz: Uy — Uy =, puis d3=,d4=,d5=.

On peut donc conjecturer que la suite (d;,) ,n est arithmétique de raison 8 et de premier terme 16.

2
1+=
1

2. Soit (V) ,en 1a suite arithmétique de raison 8 et de premier terme vy = 16.
On sait que, pour tout entier naturel n, v, =16+8n=38(n+2).

La somme S, des n premiers termes est :

Premier terme + Dernier terme Vo + Un-1 16+16+8(n—1) 24+8n
S, = Nombre de termes) x =nx =nx =nx

n
2 2 2 2
=\an®+12n|.

3. Démonstrons par récurrence que, pour tout n €N, u, = 4n® +12n+5

=n(12+4n)

— Initialisation : uy =5 : vrai
— Heérédité : supposons qu'il existe n € N tel que u, = 4n> +12n +5.

2 2 ) 6
1+ ——|up+ (4n° +12n+5)+ —.
n+1 n+1 n+1 n+1
Ord4n® +12n+5=4n+1°?-8n-4+12n+5=4n+ 1> +4n+1=4n+ 1> +4(n+1)-3.

En reportant dans u,+; au dessus, on obtient :

Alors Uy = 1+

Up+1 =

2 ) 6
1+ —|[4n+ 1D +4(n+1)-3]+ —— =
n+1 n+l

6
A4n+12%+4n+1)-3+8(n+1)+8— +—— =4(n+1)%+12(n+1) +5.
n+l n+1

+
Larelation est donc vraie au rang n + 1; la propriété est héréditaire.

Autre méthode :

2 , 6  (n+3)(4n*+12n+5)+6 4nd+24n%+41n+21
I+ — [An+1D*+4(n+1)-3] + = =
n

n+1 n+1 n+1

Up+1 =

_ (n+1)(4n* +20n+21)
B n+1
4+ 1’ +1200+ 1) 45|

=4n*+20n+21 =4(n*+2n+1)+12n+17=4(n+1)* +12n+17

Conclusion : on vient de démontrer par récurrence que, quel que soit n €N,
U, =4n®* +12n+5.

4. Soit neN, d’aprés les questions précédentes, on déduit que :

dn = Uns1 = Up = 4(n+1)° +12(n+ 1) +5— (4n° +12n+5) =4n° +8n+4+12n+12—-4n" - 12n-5=8n+16 = v, |

Conclusion : la suite (d,) ,en est arithmétique de raison 8 et de premier terme dj = 16.
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