Corrigé du bac blanc (mars 2011)

Exercice 1 2. Lafonction g est somme de fonctions dérivables sur
- [0; +ool, donc est dérivable sur [0; +ool :
1. Proposition 1 :| Vraie
p“ . g =e"1-x)—e"=-xe*. g'(x) = —xe".
Premiere méthode : X ;
. 1 1 1 Commee” >0etx>0,0onag (x) <0sur[0; +ool.
Quel que soit n € N, = - , L.
m+1)(n+2) n+l n+2 g est donc décroissante sur [0; +ool, et prend ses va-
donc fy41 = b, + __1 ) leurs dans ] —oo; 2].
n+l n+2 3. Tabl d . de o-
En écrivant cette égalité pour n =0, 1, n, on obtient : - lableau de variations de g :
1 1
H=0+-——-= ,x 0 +00
11 21 g (%)
h=h+=—= 2
2T
cee T cieees 1 1 g(x)
th = th—1+ —— , soit par somme membres a
n o n+l >
membres et simplifications :
. =1 1 n+l-1 n 4. (a) Sur [0 ; +oo[, g continue comme produit et
" n+1 n+1 n+1’ composée de fonctions continues et décrois-

" . 3 . 3 sante, g(0) >0et lim g(x)=—oo0.
Deuxieme méthode : démonstration par récurrence. x—+00
n

D’apres le théoreme des valeurs intermé-
n+1 diaires, il existe donc un réel unique apparte-
nanta a € [0; +oo[ tel que g(a) =0.

Soit &2, la proposition; t,, =

o Initialisation: 7o =0= 9 donc &, est vraie.
0+1 (b) La calculatrice donne:
n e g(l)=1etg(2)=—6,4,doncl<a<2;
conque, donc £ = —=—. « g(1,2)=0,3et g(1,3) ~ 0,1, donc
1 1,2<a<1,3;
e g(1,27) = 0,04 et g(1,28) = —0,007, donc

e Hérédité : On suppose &, vraie a un rang n quel-

AlOI‘S:t =t,+—
T L T D (n+2)

n N 1 nn+2)+1 55 78
- = <a< .
n+l (m+)(n+2) m+)(n+2) 127 <a<1,28] .
n2+2n+1 (n+1)? n+1 d (c) Onagl@)=0 <= e“(1-a)+1=0
= = = onc
(n+1)(n+2) (n+1)(n+2) n+2 — (1) = -1 e | % = 1
P41 estvraie. - T a-1T
D’apres 'axiome de récurrence, la propriété est vraie 5. On en déduit :
n S
pourtoutn:vneN,|t, = . e g(x)>0sur[0; al;
n+1
* g(a)=0;
2. Proposition 2 : ¢ g(x) <0sur[a; +ool.
Les suites (up)et (v,) sont adjacentes : elles
convergent et ont la méme limite ¢. Partie 2

Comme u, < w, < v,, d'apresle théoréme des « gen-

darmes », la suite (wy,) converge vers la méme limite 1. La fonction A quotient de fonctions dérivables sur

/. [0; +oo[ (le dénominateur ne s’annulant pas) est dé-
rivable et sur cet intervalle :
3. Proposition 3 : X Alx) = 4(e*+1)—-4xxe* _4 (e*—xe*+1)
lim = 0 donc lim |[In|—— = (e*+1)? (e* +1)?
n—+oo\n+1 n—=+00 n+1 4g(x)
lim (In(X)) = —oco donc la suite diverge. =|—="" |
X—0 (e*+1)?
Exercice 2 Comme (e* +1)° > 0 quel que soit x, le signe de A’ (x)
est celui de g(x).
Partie 1

D’apres la précédente question on a donc :

1. Onag(x)=e*(1—-x)+1. e AA(xX)>0sur[0; al;

o« Alla)=0;

e A'<Osurla; +ool.

Or lim e*=+ooet lim (1-x)=—oo, donc par pro-
X—+00 X—+00

duit des limites :| lim g(x) = —oo|.
X—+00
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2.

A est donc croissante sur [0 ; a[ et décroissante sur
[a; +o0o], A(a) étantle maximum de la fonction.

Partie 3

1.

On sait que x = 0, donc I'aire du rectangle OPMQ est
4x
e¥+1
Or on a vu que la fonction présente un maximum

égalea| x x f(x) = =Ax) |

pour x = a.

Le coefficient directeur de la droite (PQ) est égal a

f@_ w4
a a  aE*+1)’

1
Or on a vu que e* = py donc le coefficient direc-

teur est égal a:

4 4 __4a-D

aEe¥+1) a(ﬁ+1)_ all+a-1)
4a-1)

=| — a2 .

La tangente en M(a ; f(a)) a pour coefficient direc-
teur [’ (a).

X

Or f'(x) = T ? donc

N R — S s I
J@ = (e*+1)2 (ﬁﬂ)z_ Q+a-12
4(ax—1)

==

Les coefficients directeurs sont égaux : les droites
sont paralleles.

Exercice 3

Soit ¢ la fonction définie sur [1 ; +oo[ par
o(x)=1+x*-2x*Inx.

1.

(@) ¢ es dérivable sur [1 ; +oo[ comme produit et
somme de fonctions dérivables.
Vx € [1; +ool, p(x) =1+ x? -2 x x*Inx donc
1
@' (x)=2x-2x (2xlnx+ X2 x —)
X

=2x-2Q2xInx+x) = -4xlnx.
Sur [1; +oo[, x>0 etlnx =0 donc ¢'(x) <0.

(b)

(©

On en déduit que ¢ est décroissante sur
[1; +ool.

p(e) = l1+e®>-2e’lne=1+e?-2e*=1-¢€?<0.
Sur [1; +ool, ¢ est continue, ¢(1) =2 > 0 et
@(e) < 0; d’apres le théoreme des valeurs in-
termédiaires, 'équation ¢(x) = 0 admet (au
moins) une solution sur cet intervalle. Comme
@ est strictement décroissante, cette solution
est unique. Notons-la a.

Ala calculatrice, on trouve:|[ 1,8 <a < 1,9|.

On en déduit le signe de ¢ sur [1; +oo[ :

x I a +o0
p(x) +¢—

2. Soit f la fonction définie sur [1; +oo[ par:

(@)

(b)

(©

(d)
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Inx
1+x%°

fl) =

f estdérivable sur [1; +co[ comme quotient de

fonctions dérivables et, pour tout x € [1 ; +ool,
, %x(1+x2)—2xxlnx

)= 5

(1+x?)

(1+x*)-2xInx  1+x2-2x%Inx

(1+xz)2 x(1+xz)2

p(x) p(x)

= )\ ,(.X,'):— 5 |
x(1 +xz)2 ! x(1+ xz)‘2

1
X

Sur [1; +ool, x>0 et 1+ x? > 0 donc f'(x) est

du signe de ¢(x), donc f’(x) <Osur[l; a] et

f'(x) <Osur[a; +ool.

Par conséquent : f est croissante sur [1 ; a] et

décroissante sur [« ; +ool.

< % d’ oy,
Inx

Vxe[l; +ool, x* < 1+x% donc 5
X+x

Inx

en multipliant parlnx=0:|0< —— < —
P p 1+x2  x2

D’aprés le cours (croissances comparées),

. Inx . Inx
lim — =0donc lim — =0.
x—+o00 x Xx—+00 x

Alors, d’apres le théoréme des gendarmes, on
a:| lim f(x)=0|
X—+00




Exercice 4 (non spécialité)

zA:—Zi;sz—\/§+i; Zc = V3 +i.

1. (a)

(b)

(©

2. (a)

(b)

za=—2i=2x (i) :.
V3

1
lzgl = | — V3 +i| =2 : alors zg = 2 —5+7i =

ism
2e6 |

B et C sont symétriques par rapport a 'axe

(O7) donc: z¢ = .

On en déduit : |za| = |z8] = |z¢| = 2, c’est-a-dire
OA=0B=0C.

Le cercle I" passant par A, B et C (circonscrit au
triangle ABC) est donc le cercle de centre O et
de rayon 2.

Pour placer les points, on trace le cercle IT'.

A est facile a placer.

C a pour ordonnée 1, de méme que B. Ils sont
donc situés a l'intersection de la droite d’équa-
tion y =1 et du cercle I'. B est symétrique de C
par rapport a I’axe des imaginaires purs.

Figure ala fin de I'exercice

ZB—2a —V3+i-(-2i) V343 _
Zc— 24 V3+i—(=2i) V3 +3i
(-v3+3)(v3-30) _ —(v3-3)* _6+6V3i _
V3432 12 12
1 V3
—+-—i=e?3.
2 2
- AB
87241 _ 22 _ |ei3] = 1 donc AB = AC; le
Z2C— XA AC

triangle ABC est donc isocele en A.

ZB — XA (—> —_— ig) T
ar =|AC; AB|=arg|e3|=—.

8 ( ZC —ZA ) ) & ( 3
Comme ABC est isocéle en A avec un angle en A

de g, le triangle ABC est équilatéral.

(a)

(b)

(©

(d)

(a)

(b)

i
r apour écriture complexe : Z—z4=¢€'3(z—z4)

- 1 3
donc z' =e'3(z+2i)-2i= §+i§) (z+2i) —2i.

1 3
On en déduit : zog = 21(5 +i\/7_) -2i =

-v3-il

zo = —z¢ donc C et O’ sont diamétralement
opposés sur le cercle I' (puisqu’ils sont symé-
triques par rapport a O).

Une rotation est une isométrie donc conserve
les longueurs. Limage de I' est un cercle de
rayon 2, et de centre 'image de O, donc O'. (voir
figure).

A est le centre de la rotation r donc A est inva-
riant par r. A appartient au cercle I', donc son
image r(A) = A appartient a I'image de I par r,
r'.

A appartientdoncaT etal”.

De méme, C appartient a I'; son image par r,
B, appartient donc a r(') = I'';orB appartient
aussi a T, donc B appartienta I".

A et B appartiennent a T’ et I, donc les deux
cercles se coupent en A et en B.

Soit M le point d’affixe z. |z| = |z + V3+il ©
|z—0]=|z—(—V3-i)| © OM = O’ M.
Lensemble (E) est donc la médiatrice du seg-
ment [O0’].

OA =2 et C'A = 2 (rayons des deux cercles I" et
"), donc A est équidistant de O et de C’ : A ap-
partient a (E).
De méme, OB = 2 et C'B = 2 (rayons des deux
cercles I et I), donc B appartient ausi a (E).

(E) est donc la droite (AB) |.
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Exercice 4 (spécialité)

Soit Al’ensemble des entiers naturels de 'intervalle [1 ; 46].

1. On considére I'équation
(E): 23x+47y=1

ol x et y sont des entiers relatifs.

(@) (—=2;1) est une solution de (E) car
—2x23+1x47=1.

(b) (x; y)solutionde (E) = 23x+47y=1

23x+47y = 1
{ —-2x23+1x47 = 1
par soustraction
= 23(x+2)+47(y—-1) =0=>23(x+2)
=47(1-y)

Donc 23 divise 47(1 — y), mais 47 et 23 sont premiers entre eux, d’apres le théoréme de Gauss, 23 divise 1 — y

donc y=1-23kaveckeZ

Enremplacant 1 — y par 23k, on a aussi :

23(x+2)=47%x23k <= x=47k-2

L'ensemble des solutions de (E) est]’ensemble des couples (47k—2;1-23k)ou k € Z.| ./ = {(47k —2;1—23k), ke 7}
() 23x=1 A7) eilexisteyeZ,23x=1-47y < ilexiste ke Z, x=47k—-2ety=1-23k

Deplusxe Ao 1<47k—-2<46 &3 <47k <48.

Or un seul multiple de 47 se trouve dans cet encadrement, c’est 47. Donc k =1 et x = 45.

Le seul entier x appartenant a A tel que

23x=1 (47) est[45].

2. Soient a et b deux entiers relatifs.

(@ ab=0 (47) & 47 divise ab.
Or 47 est un nombre premier, il apparait donc au moins dans 'une des deux décompositions de a ou de b.
D’ot1 le résultat. (on peut aussi utiliser le théoreme de Gauss).
b) a*>=1 @) ea*-1=0 (@47
s@-Da+1)=0 @nSa-1=0 @7
oua+1=0 47)---

3. (a) Toutentier p de A est premier avec 47, donc le théoreme de Bezout assure I'existence de (g, s) entiers relatifs
telsque gp+47s=1.
Onaalorspxqg=1 (47).

. 2 2b peA
(b) p=inv(p)eop =1 A7) =>p=-1 (@7 oup=1 (A7) = p=46oup=1
Réciproquement 1 et 46 conviennent bien.

(c) Pour tout entier p de A compris entre 2 et 45, il existe (d’apres 3a) un entier de A distinct (d’apres 3b) inv(p)
telque px inv(p)=1 (47),donc45!=1 (47). Onendéduit46!=46 (47) soitenfin46!=-1 (47).

Remarque : cet exercice est un cas particulier du théoréeme de Wilson :

Un entier p est premier si, et seulement si, (p—1)!=—-1 mod p
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