Correction du bac blanc de mars 2012

(@) a®—4a = (1+i\/§)2—4(1+i\/§) —1-3+2iV3-4-
4iV3=-6-2iV3

26—8:2(1—1 3)—8: —6-2iV3 = a? — 4a, donc

‘a2—4a:25—8‘
(b) Le cercle € est 'ensemble des points M tels que
OM = OA = 2 c'est-a-dire |z—z9| = OA = 20B =

|z — 2o
=|a|=\/12+(\/§)2=2, donc.
De méme : OC = |z¢—2z9| = |E| = |a] = 2, donc

(a) On trace le cercle de centre D et de rayon 2, il coupe
le cercle C en deux points, E est le point tel que ODE
est un triangle équilatéral direct.

b2
(b) La rotation de centre O et d’angle 3 a pour écriture
7

i_
complexe z' — zp = e 3 (z— zp) c'est-a-dire

Wl

i
Z=e

¥4

7
. i=
etdoncl’image de D (Zele) estEaveczg =e 3 x2el? =
s
2¢ 3 el

+1
2 2 2

Par conséquent :

zg+zp a+2d? a4
(€) zp= = =-+

. ﬂ
Ora = 1+i\/§=2(1+1‘/§) =2(l ﬁ) —2¢3.

2 2 2
zc+zp ael+a@
(d) On aurait de méme: zg = C2 E_ 5
ae® +a ) .
Al zg—2 2 ae? +a—4
ors : = = - =
ZF—2 X et _o a+2eif —4
2

2ae? +a? - 4a
2
a+2ef—4

2
a+2e0 —4

1a(e®+a-4) a _
=-——————=—,cardapres 1 a) : a -4 =
2 (@+2e0-4) 2

a’—4a
5
. -2 «
Par conséquent : =—
zZrp—2 2
zg—2 2G—2 AG |« al 2
(e) G = |6 A=—=|—‘=u=—=1;donc
ZF—2 ZF — ZA AF 2 2 2

(ﬁ Ié) =ar (ZG—) =ar (E) =arg(a) = ul (car
’ Blap—2)  M8lg) T U =3
i_
a =2e 3).Letriangle AFG a deux c6tés de méme lon-
7
gueur et un angle de 3 donc il est équilatéral.

2. Ona: AF?> =4-3cos6 +V/3sin6b.
Les variations de la fonction f définie par
f(x)=4-3cosx+ V/3sin x sur [—m; ] sont:

T 51
— — b4

6
4+2V3

X =TT -

6
7
f \ /
4-2V/3

AF? i . _ T .
est minimum, donc AF aussi pour 8 = — 5 et la valeur mini-

7

mum de AF vaut| \/4—-2V3|. (car4—2\/§<7)

Remarque : 4 — 2V3 = (\/5— 1)2, donc \/4 - 2V3= .

II

Partie A

1. gestdérivablesur R, doncsur[0; +oo[ etsur cetintervalle:

=c1]

e*—1>0 < e*>1 < x> 0. (par croissance de la
fonction In)

Conclusion : g’ (x) >0 sur [0; +oo[, donc la fonction g est
croissante sur cet intervalle.

2. Onag0)=1-0-1=0.
La fonction étant croissante sur [0 ; +oo[, on a, quel que

soit x, g(x) = g(0), donc .

3. On vient de démontrer que pour tout réel de l'intervalle

[0; +oo,
g(x)>0<=>ex—x—1>0<=>.
Partie B
1-1 e—1
1. O 0)=——=0etf()=——=1.
naf(0)=— etf() =7

Comme la fonction f est croissante sur [0; 1], 0sx<1=

fO)<fx)<fl) < .
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2.

e’-1 e —1—xer+x?%

@ fx) —x = -X = ——— =

et —x e*—x
e‘l-x+x*-1  e1-0)+x+Dx-1)
ef—x B et —x B
e“(1-x)-(x+1D1-x)
et —x
_ Q-0 -x-1) | (1-0g
B eX—x oer—x |

(b) La position relative de la droite (D) et de la courbe
(€) sur [0; 1] est donnée par le signe de la différence
précédente : f(x) —x. Oron avusur [0; 1], g(x) =0
ete’—x=1>0. Comme de plus 1 — x > 0, tous les
termes du quotient sont positifs, donc f(x) —x = 0,
ce qui signifie que la courbe (€) est au dessus de la
droite (D).

Partie C

1. Voir ala fin de I'exercice.

2.

1
Initialisation : ug = 2 et comme f est croissante sur [0; 1]
, U1 = f(ugy > up.

1
Onadoncisuosulsl.

Sup<

Do =

Hérédité : Supposons qu’il existe p € N tel que :
Mp+1 < l

1
Par croissance de la fonction f sur [0; 1] : f (5) < fup) <

f(up+1) <f(l) = u < Up+1 S Upt2 <1

1
et comme u1>u0=§,ona =S Upy1 S Ups2 S 1|

On a donc démontré par récurrence que pour tout entier
1

naturel n, 3 SuUp<upt1 <1}

On vient de démontrer que la suite (u;) est croissante et
elle est majorée par 1.

Elle converge donc vers un réel ¢ < 1.
Or f est continue, donc comme 1,41 = f (Uy), ¢ = f(¢) qui

1
a pour solution dans l'intervalle 3 ; 1| lenombre 1.

Conclusion:| lim u,=1|
n—+oo

N\
ANAN

Uy Uy U2 U3 X

III
Partie A

Soit u la fonction définie sur 10 ; +ool par

u(x) = X -2+Inx.

1. Lafonction u est dérivable sur ]0 ; +oo[ comme somme de
fonctions dérivables et pour tout réel x strictement positif,

1
u'(x) = 2x+ —. Pour tout réel x strictement positif, #'(x) >
X

0 comme somme de termes positifs (dont 'un est non nul),

la fonction u est donc strictement croissante.
lim (x2 -2) = 400 et lim In(x) = +oco donc
X—+00 X—+00

lim u(x)=+oco|
X—+00

lim (x* —2 = —2) et lim In(x) = —oo donc | lim u(x) = —co |
x—0 x—0 x—0

2. (a) La fonction u est continue sur ]0 ; +oo, elle prend
des valeurs positives (car x1—i>r-lr—100 u(x) = +o0) et des va-
leurs négatives (car )lci_I% u(x) = —oo). Selon le théo-
reme des valeurs intermédiaires, la fonction u s’an-
nule au moins une fois. Comme de plus, la fonction
est strictement croissante, elle, ne s’annule qu'une
seule fois. Donc I'équation u(x) = 0 admet une so-
lution unique sur ]0 ; +ool.

On note «a cette solution.

(b) Alaide de la calculatrice on remarque que u(1,56) <

0<u(l1,57)donc| 1,56 < a < 1,57

3. Puisque u est croissante sur ]0 ; +ool, pour tout x €]0 ; «f,
u(x) < u(a) donc u(x) < 0 et pour tout x > a, u(x) > u(a)
donc u(x) >0

4, u(@)=0 < a?>-2+In(a) =0 .
Partie B
On considere la fonction f définie et dérivable sur 10 ; +oo[
par
fx) =x*+@2-Inx?>
On note f’ la fonction dérivée de f sur ]0; +ool.

-1
1. Pour tout x de ]0 ; +ool, f'(x) =2x+2x (2—Inx) x — =
x

2, 2
—(x*=24+Inx)=| —ux)
X X

2
2. — étant toujours positif sur ]0 ; +ool, f’(x) est du signe de
X

u(x), donc est strictement négative sur 10 ; «al, et stricte-
ment positive sur Ja ; +oo[ et s’annule en a. la fonction
[ est strictement décroissante sur 10 ; a] et strictement
croissante sur [« ; +oo[ et atteint un minimum en a.

lim x?
X— =00

xllrpoof(x) =+00 |

= 400 et lim (2—1nx)2 = 400 donc
X—+00

lim x°> = 02 et lim (2 —lnx)2 = +oodonc| lim u(x) = +oo|.
x—0 x—0 x—0

Partie C

Dans le plan rapporté a un repére orthonormé (O; 7 ; 7),
on note :
¢ I'lacourbereprésentative dela fonction In (logarithme
népérien) ;
¢ Ale point de coordonnées (0; 2);
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e Mlepoint deI" d’abscisse x appartenant a ]0; +ool.

1. Le point A a pour coordonnées (0; 2) etle point M(x; In x),
donc

AM =V (x—02+(Inx—2)2=/f(x)

2. Soit g la fonction définie sur ]0 ; +oo[ par g(x) =

Jro|

(a) La fonction Vv étant strictement croissante sur son
ensemble de définition, et la fonction f prenant des

Vr

valeurs toujours positives, les fonctions f et g =
ont méme sens de variation.
(b) Lafonction g atteint donc son minimum en a. La dis-
tance AM est donc minimale pour x = & soit au point
P(a; Ina). Or Ina = 2 — a? donc P a pour coordon-

nées (a; 2— az).

Vat+at =

(c) AP V(a-0)2+(@2-a?-2)2
aV1+a?

3. Pour cette question, toute trace de recherche, méme incom-
plete, ou d'initiative, méme non fructueuse, sera prise en
compte dans l'évaluation.

(car a > 0).

Q|-

La tangente a I' en P a pour coefficient directeur

et la droite AP a pour coefficient directeur Ye—ya _

Xp — XA
2—a’-2 ) ) )
—0 = —a. Le produit des deux coefficients direc-
a —
teurs donne —1, la tangente I" en P et la droite (AP) sont
perpendiculaires.

IV Exercice pour les éleves n’ayant pas suivi 'enseignement de spécialité (5 points)

Cet exercice est un questionnaire a choix multiple (QCM).
Pour chaque question, une seule réponse est exacte.

Le candidat portera sur sa copie, sans justification, le numéro de la question suivi de la réponse choisie.

Questions Réponses
1
1. Léquation exz_ Z = /e a pour solutions gl
1
o -
2
o -1
(] ! t !
et —
V2 V2
B -letl
1 1e-
2. Linéquation In(x) —In (—) < 0 a pour solutions : O 7 =le; +ool
X B .7=]0;1[
O “=]-1;1[
O & =l-e;-1[Ull; el
25
3. Lafonction f définie par f(x) =ln (x2 +5x+ —) est O R
4 I:, [R+
définie sur :
5
B v= —00; —5|U|-5 +oo
O R\{0}
O 15; +ool
2 . cps
X O toujours positif
4. Le signe de I'expression f(x) =In (2—) est ) b
x=+1 B toujours négatif
O dépend du signe de x
O dépend dusignede x+1
-2x i
5. La fonction g définie par g(x) = ln( ) est: O paire
3+2x B impaire
O nil'unnil’autre
P . touj i t 11 it 1 1
6. La suite définie par récurrence par g ‘owjours croissaite quefie que solt fa valeur
5 strictement positive de 1
Up+1 = [ (uy) (n=0) et uy>0,avec f(x) =x°, est:
0 toujours décroissante quelle que soit la valeur
strictement positive de 1
B croissante si et seulement si ug > 1
O décroissante si et seulement si ug > 1
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Explications:

1.

[\

2

e* ’

_1 11
Z=Jeoe' T=eox’

11,
——=-ox =leox=+1
2 2
1 1
On considére I'inéquation In(x) —In (—) < 0;'ensemble de définition est ]0 ; +oo[ car on doit avoir x>0et — >0
X X
2

<0©x2—1<0©x€]0; 1[ (car x> 0)

1 1 1
Pourx>0,ln(x)—ln(—) <0©lnx<ln(—)©x<—©x—— <0<
X X X X

2

5 R
=0; 3 est donc a exclure.

x+=
2

9 25
X°+5x+—=
4

$2
Vxe[RZ*,0<2—<1(carx
x-+1

3+2x 1
2 ):ln(+—2x)=—ln
3-2x 3—2x

2

2
x2+1 <0.

3-2x
3+2x

<x*+ 1), donc ln(

VX€%Dg g-x)=In

): —-g(x).

Par récurrence : si ug > 1, u; = ué > g car ué — up = up (Up —1) > 0 (initialisation) et u, < up+1 = f (4y) < f (up+1) donc
Up+1 < Up+p CAT X — x° est croissante sur [1; +ool.

Exercice pour les spécialistes

1.

(@) 3x(=2)+7x1=1donclecouple (z; v)=(-2; 1) est une solution particuliere de 'équation 3x+7y = 1.
3u+7v=1=3x (ux10*")+7 x (v x 10°") = 1 x 10*" donc le couple | (xo ; yo) = (10°"u; 10*" )
culiere de (E).

est une solution parti-

(b) (E)©3x+7y=13x+7y=3x-0+7yp < 3(x—X0) =7} —¥).
3 divise 3 (x — xo), donc 3 divise 7 (yo — y) donc yo— y =3k, k€ Z, d’ott y = yo - 3k.
En remplacant, on trouve 3 (x — xp) =7 x 3k d’olt x — xp = 7k donc x = xp + 7k.

S ={(x0+7k; yo—3k), ke Z}|

Lensemble des solutions est donc :

100=7x144+2 < 100=2 mod?7.

(x; y) solution de (G) signifie 3x° + 7y? = 10?" < 3x% +7y% = (10%)" < 3x% +7y* =100".
Or100=2 mod7=100"=2" mod?7.

Donc 3x* +7y* =2" mod7.

(a)

Mais 7y2 =0 mod 7, donc finalement|3x* =2" mod 7 ‘
(b)

Reste de la division eucli- 0 1 2 3 4 5 6
dienne de x par 7

Reste de la division eucli- 0 3 5 6 6 5 3
dienne de 3x* par 7.

(c) En calculant les premiéres puissances de 2 modulo 7, on observe un cycle d’ordre 3.
De trois choses I'une :
. n=3p,p€N;alor523’”=(23)p=8’”.Or851 mod7=8°=1 mod?7;
e n=3p+1;alors2’P*1 =237 x2=8Px2.0r8=1 mod7=8"=1 mod7=2%x2=2 mod7;
e n=3p+2;alors23P*2 =23 x 22 =4 x 237 =4 x8”. Comme 8 =1 mod7,4x8” =4 mod?7.
Conclusion : 2" est congru a 1, 2 ou 4 modulo 7.

On vient de voir que les restes dans la division par 7 de 2" ne sont pas les mémes que ceux de la division de 3x* par 7.

Donc 3x? et 2" ne peuvent étre congrus modulo 7. D’aprés le 2. a. il n'y a donc| pas de solution pour I'équation (G) |
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