| Correction du bac blanc|

Exercice 1

Partie A
1. aesttel que al+i) = 1+3i
: ue g2 = —4+3i
+3i

La premiere égalité donne a = =241

On abieni(2+i)® =i(4—1+4i) = -4 +3i.

2. Pour tout nombre complexe z, on pose f(z) = Z - 1+
3i)z+ (-4 +3i).
Développons (z—a)(z—ia) = z°—iaz—az+ia® = 22 —az(1+
i) +ia? =
z2—(1+3i)z—4+3i.
Les solutions de I'équation f(z) = 0 sont donc a@ =2 +1i et
i =—-1+2i.

Partie B

1. b=—1+2i=i+2i= ii+2) =ia. a estl'affixe de A et b celle
de B. L'égalité b = ia donne en module OA = OB et en ar-

—_ — T
gument (OA, OB) =5 le triangle OAB est donc rectangle
isocele en O.

2. Le point D est 'image de C dans la rotation de centre O et

=———i

1
d’angle g Onadoncd = ic:i(—1+ Ei

Le graphique nest pas a l'échelle

6. On admet que le quadrilatere JKLM est un parallélo-

_l)
5 )
celles du vecteur BD (% ; —3). On aA_é .BD = 0.

Or dans (ABC), (LM) est parallele a (AC) (droite des mi-
lieux) et dans (ABD) (LK) est parallele a (BD).

Conclusion : (LM) est perpendiculaire a (LK). Le parallé-
logramme (JKLM) ayant un angle droit est un rectangle.

—_
gramme. Les coordonnées du vecteur AC sont (—3 ;

1 V37 1 V37

D’autre part AC = Z+9 = et BD = Z+9 =7
Al V37 V37
DoncIM = TC =——etlLK= '

(JKLM) est un rectangle dont deux c6tés consécutifs ont la
méme longueur : c’est un carré.

Exercice 2 (pour les non spécialistes)

L@ Ol

Uy U
B 2
= b) Par récurrence :
~_ L (b)
[— 36 23
— Initialisation: uy=2=—> —.
M . T~ A 0 18718
\ \ — Hérédité : supposons que u, = T8 ;
1 1 - it 1 - 23
alors —u, = - x — soit —u,; = —
kp/ AT A
— Pui 1 +23>23+23(:} 3x23
uis —uUp+— = — + — Uptl =
-3 2 —1]\/7 N 4 3727754 27 "= 3518
23
Un+l = 75
D} On a donc bien démontré que pour tout naturel
23
n, up=—.
18

(c) Monotonie :

5 — 5
3. Laffixede M est -1+ Zi' L affixe du vecteur DA est 3 + 2i.

5
-1+-=i s i
25N —4+5i i(4i+5 1
Onadonc 2 = 5 4 - 10580 :2(4, 5) :Ei.
257 5+21 + 81 (4i+5)

—_ — T
4. Légalité précedente entraine que (DA, OM) =5
5. En prenant les modules des membres de 'égalité trouvée
281 3. on obtient

— =—- < OM=-DA.
DA 2 2

On la démontre par récurrence :
. 2 23 41
— Initialisation: yp =2etu;j=—+—=—<
3 27 27

54

27
ug. Donc ugy > uy.

— Hérédité :
Supposons qu'il existe un naturel p tel que up-1 >
up. Par croissance de la fonction f sur R, on a
fup-1) > fup) = wp>ups.

Conclusion :

on a démontré que pour tout n €N, uy, > Up41.

(d) La suite (1) est donc minorée et décroissante : elle

est donc convergente vers un réel ¢;
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(a)

(b)

f est continue donc ¢ est solution de 1'équation

fx) =x.

23 23 2 23 3
f)=xeo -x+—=x& —=-xox=—x-=
3 27 27 3 27 2
23
18°

23
La limite de la suite est sl

5
Soit S;, = —.
f=p 10
1 1 1

Sp=—+—+t——
"T102 103 107+1 o ,
S, est la somme de termes consécutifs d'une suite

. . 1
géométrique, de raison g = —.

10
(&)

1 _10) 1 1)"
Sp=— =—|1-|=
"Tlee T 1 90( (10))

10

o177
=—[(1-—|
90\ 107

(car la somme contient # termes).

Ona:

1
U1=1,2+7X? 1
1y=12+7|—+—|etpourtout neN,
2 102 103) p

1 1
1_02+1_03+"'+W)

1 1
=1,24+7x —|1—-—|.
90 107

v, =1,2+7

1
Comme lim — =0, lim v,=1,2+—
n—+oo 107 n—+oo 90
12 7 115 23 o i ,
= — + — = — = —. Cette limite est bien ration-
10 90 90 18
nelle.

3. ¢ Onavu que la suite (¢,) est décroissante.

e De plus v,+1 — vy

= Tonz > 0 : la suite (v,) est donc

croissante.

23
¢ Enfin ces deux suites ont la méme limite 1_8’ donc

lim (u,-vy,) =0.
n—+oo

Conclusion : ces deux suites sont adjacentes.

Exercice 2 (pour les spécialistes)

1.

(a)
(b)

()

(a)

a 1 2 3 4 5 6
y 1 4 5 2 3 6

On vient de voir que 5x3 =1 (mod 7) donc 3x =5
(mod 7) > 5%x3x=5x5 (mod 7) = x=25 (mod 7) =
4 (mod 7) donc3x=5 (mod 7) = x=4 (mod 7).
Réciproquement : x = 4 (mod7) = 3x = 12
(mod 7) =5 (mod 7).

Par conséquent : 3x =5 (mod 7) <= x=4 (mod 7).

L'équation ax = 0 (mod 7) équivaut a 7 | ax mais,
comme 7 est premier avec a puisque 1 < a < 6,
d’apres le théoreme de Gauss, ona: 7| x.

Comme a x a”?™? = aP~! et que a n'est pas divi-
sible par p, d’apreés le petit théoréme de Fermat on a
aP~! =1 (mod p), donc aP~? est solution de I'équa-
tion ax=1 (mod p).

(b) Onar= aP=2 (mod p) donc r est bien solution de
I'équation ax=1 (mod p).
Maintenant montrons l'unicité par I'absurde.
On suppose que deux entiers 1 et r» de A, sont solu-
tions de I'équation.
Ona ar; = ar, (mod p) = aP % x ar, = a’ % x ary
(mod p) = r; =12 (mod p).
Ainsi r; — r est un multiple de p.
Or:0srp<petdsrn<pdom-p<-ry<0.Par
somme : —p < 11 — 2 < p donc r; — r» est dans l'en-
semble {—(p—-1); —(p—2); ... ; p—1}, etle seul mul-
tiple de p dans cet ensemble est 0 donc r; = r», ce qui
montre I'unicité.

(c

-

On suppose que xy =0 (mod p) donc soit p | x soit
p et x sont premiers entre eux et d’apres le théoreme
de Gaussona: p]|y.

Réciproquement, si p divise x ou y, p divise xy donc
xy =0 (mod p).

Léquivalence est donc démontrée.

(d) On sait que le reste de la division de 281-2 par 31 est
l'unique solution de I'équation 2x = 1 (mod 31), or
25 =1 (mod 31) donc 2*° =1 (mod 31) ainsi 2*° =24
(mod 31), 2% = 16 est 'unique solution de de I'équa-
tion2x =1 (mod 31) dans As;.

On sait que le reste de la division de par 31
est 'unique solution de I'équation 3x = 1 (mod 31)
donc il faut calculer le reste de 3%° (mod 3)1.

Ona:

32=9 (mod 3)1.

3% =27 (mod 3)1.

3" =(32)° (mod 3)1=81 (mod 3)1=19 (mod 3)1.
3% =3*x3 =19x3 (mod 3)1 =57 (mod 3)1 = 26
(mod 3)1 =-5 (mod 3)1

310 = (3%)° = (-5)% (mod 3)1 = 25 (mod 3)1 = —6
(mod 3)1.

329 _ 320+5+4 _ (310)2 x 3% x 3% (mod 3)1 = (—6)2 %
(=5)x19-5=36x(-5)x19 (mod 3)1 =5x(=5)x 19
(mod 3)1 = —25x 19 (mod 3)1 = 6 x 19 (mod 3)1 =
144 (mod 3)1 =21 (mod 3)1.

La solution est donc 21.

331—2

Pour la derniere équation, on factorise :
6x°> —5x+1=(2x—1)(3x—1) ainsi

6x>—5x+1=0 (mod3l) < (2x-1)3x—1)=0 (mod
<~ 2x-1)=0 (mod3l)ou(3x—-1)=0 (mod
On sait donc que les solutions de ces deux dernieres

équations sontdans Z : 16 + 31k et 21 +3lkou ke Z
d’apres les deux équations précédentes.

Exercice 3
1. Bg):y+y=1l=y =-y+1<= y=Ce *+1ouCest
une constante réelle.
2. f solution de (E) <= f' +(1+tanx)f =cosx
Or f(x) = g(x)cosx. f est dérivable sur ]—g ; g[ en tant
que produit de fonctions dérivables
et f'(x)=g'(x)cosx— g(x)sinx
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Ainsi f solution de E
< g'cosx—gsinx+ (1+tanx)gcosx = cosx

— g'cosx sinx+(1+ sinx) COSX =COSX
§ & cosx §
< g'cosx—gsinx+gcosx+ gsinx=cosx
< (g'+g)cosx=cosx
TW
@g'+g=lcarcosx;éOpouer]—E ; E[
<= g est solution de (Ep).

3. f estsolution de (E) donc g est solution de (Eg). Or les so-
lutions de (Eg) sont les fonctions du type x — Ce™™ + 1 et
ainsi, puisque f = gcosx, f = (Ce ™ +1)cosx.

De plus, f(0) =0=>(Ce’ +1)cos0=0= C=-1

T T
f estdonc la fonction définie sur ] ~33 [ par

f(x)=(-e™*+1)cosx

Exercice 4
Partie A
x 1 ) *
1. (a) Pourtoutx, f(x) = —= —. Or lim —= +oodonc
er e x—+00 X
X
1
lim <= 0
x—+o0 €

X
Donc lim f(x)=0.
X—+00

(b) La fonction f produit de deux fonctions dérivables
est dérivable.
Pour tout x, f'(x) =e *—xe = (1-x)e™".
Comme pour tout x, e * > 0, le signe de f'(x)
est celui de 1 — x. Soit sur [0 , +oo[ : f'(x) =
Osur[0, 1]; f'(x) <Osur[l, +oo].
Donc f est croissante sur l'intervalle [0, 1], décrois-
sante sur l'intervalle [1, +ool.
D’ot1 le tableau de variations de f :

X

x [0 1 +00
flon + -

e
fx

(c) Représentation graphique de f (échelle non respec-
tée) :

2. (a) La fonction f est continue et strictement croissante

1
sur l'intervalle [0, 1]; f(0) =0et f(1) = —; donc pour
e

1
me |0, —| 'équation f(x) = m admet une seule so-
e

lution sur l'intervalle 10, 1[.
La fonction f est continue et strictement décrois-

1
sante sur l'intervalle [1, +oo[; f(1) = —et lim f=0;
e X—+oo
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2. @ wp—wpy =lnu,—Inuyy =In

3. Par définition u; = upe™*° donc u; €

1
donc pour m € |0, —| I'équation f(x) = m admet
e

une seule solution sur |1, +oo| (théoréeme des valeurs
intermédiaires).

1
En résumé, pour tout m de [0, —|, 'équation
e

f(x) = m admet deux solutions.

Résultat attendu graphiquement : les solutions de
cette équation sont les abscisses des points d’inter-
section de la courbe I' et de la droite d’équation

1
y=m.Orsi me [0, —|, cette droite coupe bien la
e

courbe en deux points distincts.

1
(b) Pour m = -, la solution «a est celle qui appartient a

I'intervalle ]0, 1[. On trouve facilement que a = 0,357
soit a €]0,35, 0,36].

c. De fagcon immédiate, pour m = 0 I'équation f(x) =0

1
admet pour unique solution x = 0, et pour m = —
e

cette équation admet pour unique solution x = 1.

Partie B

1. (a) Par hypothese uy > 0.

p étant un entier naturel quelconque, si up, > 0 alors
Up41, produit de u, parle réel strictement positife 7,
est strictement positif.

En conclusion pour tout entier naturel n, u, > 0.

. Un+1
b. Comme pour tout entier 7, u, >0, comparons
Un
%41' u
n+1 — — . n+l
—— =e ", —u, <0donc e ¥ <1, soit <1:

Un Un
la suite (1) est donc décroissante.

c. Ilrésulte des questions précédentes que la suite (u;,),
décroissante et minorée (par 0), est convergente. Soit
¢ sa limite.
un+1 = f (uy) avec f fonction continue.
¢ est donc solution de I'équation ¢ = Ze_[, soit
4 (l e ) = 0. Les deux facteurs s’annulant pour la

seule valeur 0, on en déduit que ¢ = 0.
Enrésumé lim u, =0.
n—+oo

= —Ilne

Un+1
Ine*r = u,,.

(b) Il résulte de a. que :
Sp=wo—w+wi—wo+- 4+ Wy_1— Wy+ Wy — Wyp1.
Soit apres simplification de proche en proche :
Sn=wo— Wpe1.

c. Sachant, d’apres B.1.c., que lirP u, =0, on a donc
n—+oo

lim w;, = —oo, et par suite lim S, = +oo.
n—+oo

n—+oo
1
0, —|.
e
Or d’apres A. 2. a., on sait qu’il existe une deuxieme valeur,
B, telle que ﬁe_ﬁ = u;. On a donc vy = f puis v; = u; et,
plus généralement, pour tout n =1, u, = vy.




