I Nouvelle Calédonie septembre 2013

Soient deux suites (u;) et (v,) définies par uy =2 et vy = 10
et pour tout 7 € N par

2Uuy + Uy
Upyl1 = —

PARTIE A

TS : devoir sur feuille n° 3

) u, +3v,
et v =—
3 n+1 4

Variables :

Début :

Fin

N est un entier

U, V, W sont des réels
K est un entier
Affecter0a K
Affecter2a U

Affecter 10a V

Saisir N

Tant que K < N
Affecter K+1a K
Affecter U aW

2U0+V
Affecter US aUu

W+3V
Affecter — aV

Fin tant que
Afficher U
Afficher V

PARTIE B

1.

(a)

(b)

(a)

Ftat des variables :

w U Vv
— 2 10
2 14/3 8

14/3 | 52/9 | 43/6

N =R

Pour tout entier naturel n,
unp+3v, 2up+ruvy,

Un+l1 — Un+1 = 3

_3(un+3vn) 42u,y + vy) _3un+9vn—8un—4vn

- 2 12 12

5v, —5u,
12

5
E (Vn—up) |

Pour tout entier naturel n on pose wy = v, — uy.
D’apres la question précédente, on peut dire que la
suite (wy,) est géométrique de raison g = 1—52 et de
premier terme wy = vg—uUp =10—2 =8.

On a alors : pour tout entier naturel n, w, = vpq" =
5 n

g (_) .
12

Pourtout neN, u,1 —uy =

2un, +v, 3uy

3 3
2u, + vy —3U,  Uyp—Up Wy

3 T3 3

n
On a vu que, pour tout n, w, =8 (E) ; on peut en

déduire que pour tout n, w, > 0 et donc que, pour
tout n, Uy — uy >0.

Donc la suite (u;) est croissante.
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3.

1.

2.

up+3v, 4v,
Pour tout n eN, vn+1—vn=T— 2
_Upt3Up—4Vy  Up—Up | —Wy
- 4 T4 | o4
Et comme w;, >0, on peut dire que v+ —v, <0 pour

tout n.

Donc la suite (v;) est décroissante.
(b) On avu que, pour tout n, w, > 0; donc, pour tout 7,
Vn — Uy > 0 c'est-a -dire vy, > uy.

La suite (v,) est décroissante donc, pour tout n, v, <

vy <= v, <10.
f=[w=10]

La suite (u,) est croissante donc pour tout n, u, =

Uy <= up=2.
| =[n=7]

La suite (u,) est croissante majorée par 10 donc,
d’apres le théoreme de la convergence monotone, la
suite (u,) est convergente vers un réel £.

Un> Uy

Pour tout entier naturel n,
v, <10

. Un > Uy
Pour tout entier naturel n,
Up=2

(©

La suite (vy) est décroissante minorée par 2 donc,
d’apres ce méme théoréme, la suite (v,) est conver-
gente vers un réel £'.

La suite (wy), définie par w;,, = v, — u,, est convergente
comme différence de deux suites convergentes, et sa limite

est égale a .

5
Or la suite (w) est géométrique de raison o et

5
-1 < P < 1; donc on peut dire que la suite (w;,) est
convergente vers 0.
La limite d’'une suite est unique donc ¢' — ¢ = 0 et donc

; les suites (1) et (v;) ont donc la méme limite

qu’'on appelle ¢.

Pourtout neN, t,+1 =3uUp+1 +40p41
2Up + vy u,+3vy,

= =2Up+Vp+Uy+3vy,
=3u, +4v, = t, doncla suite (¢,) est constante.
Ona:fy=3uy+4vp=3x2+4x10=6+40=[46]
Comme la suite () est constante, pour tout n, t, = ) =
46; la suite () est donc convergente vers 46.

Les suites (uy) et (v,) sont toutes les deux convergentes
vers ¢ donc la suite (#,) définie par ¢, = 3u, +4v, est

convergente vers 3¢ +4¢ = .

46
La limite d'une suite est unique donc 7/ =46 < ¢ = —.

46

La limite commune des suites (u,) et (v;,;) est donc

II Amérique du Sud novembre 2011

Soit I'équation z* —2z+5 = 0.
A =-16 < 0;'équation a deux solutions complexes conju-
guées.

Zl:%\/ﬁzetzZ :z_lz.

(a) Voir la figure ci-dessous.



zg—zc 1-2i-1-v3-i-3i-v3 -3i-3

a—zc 1+2i-1-v3-i i-v3  i-V3

(-3i-v3)(i+v3) 3-3ivV3-3-ivV3 —4iV3
(i-v3)(i+v3) 2-3 T4

On pouvait aussi « deviner » qu’on pouvait factoriser,

car on devine, apres que nous avons tracé la figure,

que le triangle est rectangle, donc que le nombre
cherché est imaginaire pur, donc doit pouvoir se sim-

(b)

plifier.
-3i—-v3 ivV3|i—-V3
En effet : ! \/_z \/—[ \/—] =iV/3.
i-v3 i-v3
Zp—Zc . . .. e
(c) = 1\/§ (imaginaire pur) : cette égalité montre
ZA — ZC

. PRTON .
qu'un argument du quotient est égala > soit

@ )-3)

Conclusion : le triangle ABC est rectangle en C. (non
isocele car CB = v/3CA)

. Le triangle ABC est rectangle d’hypoténuse [AB]; il est
donc inscrit dans un cercle I' de centre le milieu de [AB]

1
soit le point d’affixe 1 et de rayon EAB =2.

Dans la symétrie autour de I'axe (O, %) les points A et B
sont symétriques de méme que les points C et D puisque
leurs affixes sont conjuguées.

Le symétrique du triangle ABC est donc le triangle BAD.
La symétrie étant une isométrie, c’est-a-dire une transfor-
mation qui conserve les longueurs et donc les angles, le
triangle BAD est lui aussi rectangle en D donc inscrit dans
le méme cercle I" centré au milieu de [AB] et de rayon 2.

. ZBp— k7 /4
Sinon, on calcule le nombre ——. un argument vaut 2

ZA—ZD
et correspond a I’angle orienté (DA ; DB).

. C est le point dont I'affixe a une partie réelle positive, in-
tersection du cercle précédent I et de la droite d’équation
y = l.idem pour D avec la droite d’équation y = —1.

III Polynésie septembre 2011

Partie A

ZB—ZA i—-2+3i —2+4i_—1+2i

Zo—zn 6-i-2+431 4+42i 241
(—1420)2—i) -2+42+i+4i 5i
= = ——:_

2+1)(2-1) 4+1 5
. A ZB—ZA .
2. Lerésultat précédent =idonne
ZC— A
AB _|E =2 _ i =1, ce qui signifie que | AB = AC | et
AC |zo—za| 1 CCcduisienicd —
— — 2B — %, b4
(AC; AB) = arg( L A) = arg(i) = — donc B est I'image
ZCc — ZA 2

de C dans le quart de tour direct de centre A (rotation) : le
triangle ABC est donc rectangle et isocele en A.

Partie B

i(1-i-2+3i) i@i-1) -—i(1-2i
1. OnazDrz( )=( ): ( ):'

1-i-i 1-2i 1-2i
2. (a) Ilfautrésoudre dans C\ {i}, I'équation :
;o i(z—2+3i) z—2+3i
=21 —— =21 —— =2 &
z—1i z—1i

z—2+31i=2(z—1) < —-2+3i+2i=2z < z=-2+5i.

Laffixe du vecteur AE est —2 +5i — 2 +3i = —4 + 8i.
Laffixe du vecteur AB esti— 2 +3i = —2 + 4i.

On a la relation de colinéarité : AE = 2@, donc les
points A, B et E sont alignés (on peut méme plus pré-

cisement dire que E est le symétrique de A autour de
B.

(b)

. i(z—2+30)

. i(z—2zp)
3. Pour z#i,ona:z = 7 =—"

z—1 Z— 2B
d’ou, en prenant les modules des deux membres,
_AM
" BM
4. De méme en prenant les arguments des deux membres de

I'équation (1), on obtient :

0,

oM’ avec z #1ou encore M distinct de B.

(T[, 61\_4_7) = (W, W) + g a27 pres.

5. Sile point M appartient a la médiatrice du segment [AB]
alors AM = BM; le résultat de la question 3. donne alors :

OM' =1 < M’ appartient au cercle de centre O et de
rayon 1 (cercle trigonométrique).

6. Sile point M’ appartient a I'axe des imaginaires purs, privé
du point B, alors (Ti, O_M7 ) = g et en utilisant le résultat de
la question 4. on a alors :

g = (ﬁ/l, m) + g a2mprés < (ﬁ/l, W) =0a2mpres,
ce qui signifie que les points A, B et M sont alignés.

IV Fonction limite d’'une suite de fonctions

Pour tout entier n = [, on considere la fonction f;, définie sur
[0; +oof par:

fn(x) =

1+x*°

On note %, la courbe représentative de f,.-
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1.

(a) fn est dérivable comme fonction rationnelle (quo-

1
tient de polyndmes); f, = — avec u,(x) = 1+ x”"
u

n
!

u _
donc f}, = ——Z avec u), (x) = nx"" 1,
u

n
On en déduit que, pour tout n= 1 et tout x € [0 ; +o0,
n-1
"(x): ————= <0.
I 1+ x™)?
La fonction f;, est donc décroissante sur [0 ; +ool.

1
(b) Pour tout n € N*, f,(0) =1et f,(1) = > Les courbes

%npassent toutes par les points de coordonnées
0; Det(1;2).

Montrons que ce sont les seuls. Si, pour tout 7,
M (x; fn(x)) € €y, en particulier, ce point appartient
a6y et 6p4+1 donc fn+1 (x) = fn(x)-

fari(x) = fulx)
1+x"—1-x"1 B B
A+xm) (1+xmt) 7 7 L+ (1L+x0+)

Un produit de facteurs est nul si, et seulement si, I'un

des facterurs est nul. On trouve .

IIn'y a bien que ces deux points.

< =
1+ xntl
x"(1-x)

1+x"

(c) Soient deux entiers n et m non nuls avec n < m.

1 1
Soit x = 0; - = -— =
o X im0 = fn(0) 1+x™  1+x"

n m

x"—x
A+x")1+xM)
Orx, —xlm=x"(1-x
Pour x = 0 ou x = 1, cette expression s’annule; on
retrouve les deux points fixes de la question précé-
dente.

Pour 0 < x <1, x™ " <1 donc fi(x) — fn(x) >0:%n
est au-dessus de ,.

Pour x > 1, x"™" > 1 donc fi;(x) — fn(x) < 0: G est

qui est du signe du numérateur.

m—n)'

A

1.1

1.0 % 00

0.9 A
0.8 1
0.7 1
0.6 1
0.5 A
0.4 A
0.3 A

0.2 A

0.1 1

au dessus de 6,.

2. courbes ci-dessous

(a) Conjectures :
 lm =1

. 1

i f0 =3

e PourO<x<1, nEerfn(x) =1

e Pourx>1, lim f(x)=0

n—+oo

(b) Démonstrations:

¢ Pourtout n, f,,(0) =1donc lim f,(0)=1.

n—+oo

1 . 1
e Pour tout n, f,,(1) = 3 donc nEerfn(l) =5
e Pour tout x €0 ; 1[, lim x® = 0 donc
. n—+oo
Jim =1
e Pour tout x > 1, lim x" = +4oco donc
n—+oo

lim (1+x")=+coet lim f,(x)=0.
n—+oo n—+oo
(c) Pour tout réel x =0, on note f(x) = nhIP fn(x).
—+00
On définit ainsi une fonction f sur [0 ; +ool.
La fonction f est définie par f(x) =1 pour x€ [0; 1],
1
fa= 3 et f(x) =0pour x> 1.
(d) 1l est clair que la fonction f n’est pas continue en 1,

puisque lirr% fX)=1#f1)et lirr% fX)=0#f(1)
X— X—

x<1 x>1

Conclusion : la limite d'une suite de fonctions continues n’est
pas forcément continue; pour cela, il faut la notion de conver-
gence uniforme, plus forte que la convergence simple, qui ne
s’étudie pas en Terminale.

G

6>
G3

0.5 1.0 1.5
—-0.1 4

2.0 2.5 3.0 3.5
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