Géométrie dans I'espace (partie I)

Table des matieres
I Positions relatives dansl’espace . . . . . . . . . . e e e e e e
L1 Position relative de deux droites . . . . . . . . . ... e
1.2 Position relative dedeux plans . . . . . . . . . e
1.3 Position relative d'une droiteetd'unplan . .. ... ... ... ... ... ... . e
II Reglesd’incidence . . . . . .. .. .. . . i e e e
II.1  Propriété fondamentale . . . . . . . . . . . . . . i e e
II.2  Théoréme du«toit» . . . . . . . .o i i e e et e e e e e
III  Orthogonalité dansl’espace . . . . . . . . . . . . e e e 4
III.1 Droite perpendiculaireaunplan. . . . . . .. ... .. .. . 4
IV Vecteursdel'espace . . . . . . . . o i it it it e e e e e e e e e
IV.1 Translations . . . . . . . . o e e e
IV.2  Vecteurs colinéaires, vecteurs coplanaires . . . . . .. ... . .. . it 6
IV.3 Vecteurs linéairement indépendants etbasedel'espace . . . . ... ... .. ... ... ......... 6
V  Repéeredel'espace . . .. .. .. .. e e e 7
V.1 Coordonnées d'Unpoint . . . . . . o o v i i it e e e e e e e e e e e e e e e 7
VI Représentation paramétrique d’'unedroite . . . . . . ... L L e 7

I Positions relatives dans 'espace

I.1 Position relative de deux droites

%Propriétés
Deux droites d; et d, peuvent étre coplanaires ou non coplanaires.
Si elles sont coplanaires (contenues dans le méme plan), elles peuvent étre sécantes en un point, strictement pa-
ralleles ou confondues. Si elles ne sont pas coplanaires, aucun plan ne contient les deux droites. (exemple : certains
arétes d'un cube)

d
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paralléles, coplanaires. d,d’ c un unique plan. d,d' c dans un unique plan. d et d’ ni sécantes, ni paralleles




I.2 Position relative de deux plans

Propriétés

Deux plans & et &7, de 'espace sont soit sécants, soit paralleles.
S’ils sont sécants, I'intersection est une droite.

S’ils sont paralleles, ils sont distincts ou confondus.

Plans sécants :

Plans strictement paralléles :
une droite d’intersection

Plans paralleles confondus :
aucun point d’intersection un plan d’intersection

AVA

I.3 Position relative d'une droite et d'un plan

P1:P2

Propriétés

Une droite Z et un plan & sont soit sécants, soit paralleles.
S’ils sont sécants, ils n'ont qu'un point commun.

S’ils sont paralleles, Z est incluse dans % ou ils n’ont aucun point commun.

Droite et plan sécants : Droite et plan paralleles : Droite et plan paralleles :
un point d’intersection droite incluse dans le plan aucun point d’intersection

N~ LT INT

Remarques :

Pour définir un plan, il faut trois points distincts, ou une droite et un point extérieur a la droite, ou deux droites sécantes
ou strictement paralléles.
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II Regles d’'incidence
II.1 Propriété fondamentale

Dans un plan de I'espace, toutes les propriétés fondamentales de la géométrie plane s’appliquent.

%Propriétés
— Deux droites de I’espace sont paralleles si elles sont coplanaires et non sécantes,
— Deux plans de I'espace sont paralleles lorsqu’ils ne sont pas sécants,
— Une droite et un plan de I'’espace sont paralleéles lorsqu’ils ne sont pas sécants.

%Propriété
— Si deux droites sont paralleles a une méme troisieme, alors elles sont paralleles entre elles,.
— Si deux droites sécantes d'un plan & sont respectivement paralléles a deux droites sécantes d'un plan 2
alors les plans Z et 2 sont paralléles,
— Si deux plans sont paralleles a un méme troisieme, alors ils sont paralleles,
— Si deux plans sont paralleles alors tout plan qui coupe I'un coupe l'autre et les droites d’intersection sont
paralleles.

1.2 Théoréeme du « toit »

%)‘;Théoréme
Siona:
— deux droites paralleles d et d’;
— un plan P contenant d;
— un plan Q contenant d’;
— P et Q sécants selon une droite 6.
Alors, I'intersection § des deux plans est paralléle aux droites d et d’.

d; do
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Démonstration :
Raisonnons par I'absurde. On considere que 6 n’est pas parallele a d; ce qui entraine que 6 n’est pas parallele a d,.
Soit 7 un vecteur directeur de §.Comme d; et d, sont paralleles, on appelle U leur vecteur directeur.

o Comme § n'est pas parallele a d;, U et v ne sont pas colinéaires donc, comme § est contenue dans P, 7/ et v sont des
vecteurs directeurs du plan P.

o Comme § est aussi contenue dans Q, 7 et U sont aussi des vecteurs directeurs du plan Q.

¢ Onen déduit que les plans P et Q sont paralléles, ce qui est contradictoire avec 'hypothese que P et Q sont sécants.
Par conséquent, 0 est donc parallele a d; et d,

III Orthogonalité dans 'espace

III.1 Droite perpendiculaire a un plan

Propriété

Dans un plan £, soient deux droites d; et d, sécantes en A et une droite A.
On suppose que la droite A est perpendiculaire en Aa d; eten A a d».
Alors, la droite A est perpendiculaire au plan .

( -
Déﬁnition
| o Deux droites sont orthogonales lorsque leurs paralléles passant par un méme point sont perpendiculaires.

o Une droite est orthogonale a un plan lorsqu’elle elle est orthogobale a toutes les droites de ce plan.

Propriété

| Feux droites sont orthogonales si, et seulement si, leurs vecteurs directeurs sont orthogonaux.

Propriété

| Une droite est orthogonale a un plan si, et seulement si, un vecteur directeur est orthogonal a une base de ce plan

' rd o,

Deﬁnltlon

On considere une droite orthogonale a un plan.

Tout vecteur directeur de cette droite est appelé vecteur normal a ce plan.

Propriété admise

| Une droite est orthogonale a un plan si elle orthogonale a deux droites sécantes de ce plan.

\
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IV Vecteurs de I’'espace

IV.1 Translations

Déﬁnition

Si A et B sont deux points de I'espace, la translation ¢ de vecteur AB est la transformmation qui, a tout point C,
associe le point D tel que AB=CD.

‘ L34 e

Proprlete

Soient E et F deux points de I'espace, 7 un vecteur de 'espace et ¢ la translation de vecteur .
Si E' et F' sont les images par ¢ de E et F, alors EF=E'F

Démonstration :
t(E)=E' < EE' =7.

—

t(F)=F © FF =T.
En utulisant la relation de Chasles, E'F' = FFE+ EF+FF' =-U + EF+ U = EF.

Exemple : ABCDEFGH estun cube. I est le centre du carré BCGF.
On note K I'image de I par la translation ¢, (translation de vecteur AC).
Montrons que I est le milieu de [AK].

Par définition de K, on a FK = AC. On en déduit que ACKKF est un parallélogramme.
Ses diagonales ont alors le méme milieu.
Or, I étant le centre du carré BCGF, I estle milieu de la diagonale [CF] du carré, donc le diagonale du parallélogramme
ACKF.
I est alors le milieu de I'autre diagonale de ce parallélogramme, [AK].

IV.2 Vecteurs colinéaires, vecteurs coplanaires

Déﬁnition

Deux vecteurs u et v sont colonéaires lorsqu’il existe un réel k non nul tel que v = k.

— ]- —
Remarque; on a alors u = 77

‘ oo L4 pd

Propriété

Soient trois points A, B et C de 'espace deux a deux distincts.

Les points A, B et C sont alignés si, et seulement si, les vecteurs AB et AC sont colinéaires.

Démonstration :
Les vecteurs AB et AC sont colinéaires si, et seulement si, les vecteurs AB et AC ont la méme direction, donc les droites
(AB) et (AC) sont paralleles; comme elles ont un point commun, elles sont confondues et les trois points sont alignés.
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Déﬁnition

On considere quatre pomts O, A, B, C distincts de I'espace.

On définit les vecteurs 7 = OA 7 =0Betw=0C.

On dit que ces trois vecteurs sont coplanaires lorsque les quatre points O, A, B, C sont coplanaires (donc appar-

tiennent a un méme plan).

‘Propr'ét g

Soient 7/, v et w trois vecteurs tels que % et v ne sont pas colinéaires (ainsi 7 et v ne sont pas nuls).
U,V et wsont coplanaires si, et seulement si, il existe deux réels A et u tels que wW=Au+ ,uT;.

IV.3 Vecteurs linéairement indépendants et base de I'espace

( -

Séﬁnition

Soient u, v et w trois vecteurs de I'espace et trois réels a, b et c.

Ces trois vecteurs sont linéairement indépendants lorsqu’ils ne sont pas coplanaires, autrement dit lorsque :
AU+bC+cw=0=>a=b=c=0

On dit alors que ces trois vecteurs forment une base de I'espace.

‘Propr été

Son(z H k) une base de I'espace.

Pour tout vecteur i de I'espace, il existe trois réels x, yet ztelsque w = xu + yv + zw.
Cette décomposition est donc unique.
On dit que (x; y; z) sont les coordonnées de w dans cette base.

V Repere de I'espace

V.1 Coordonnées d'un point

( -
Déﬁnition
Un repere de 'espace est défini par un point O (origine) et une base ( i; 7 ; 75) Le repere est noté (O A 7 ; TC))

—

Pour tout point M, il existe un unique triplet (x; y; z) tel que OM=xi + yj+z *.
(x; y; =) sont les coordonnées de M; on écrit M(x; y; 2).

‘ Pl
Coordonnees d’un vecteur

Soient A(x4; ya; za) et B(xp; yp; zp) deux points de I'espace.

XB = XA
Les coordonnées du vecteur AB sont | yg = y4 | (elles se notent verticalement!)
ZB = ZA
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Propriété

Soient A(x4; ya; za) et BF(xp; yp; zp) deux points de 'espace.

XA+Xx + zZa+2
Les coordonnées du port I, milieu de [AB] sont ( A 2 B ; L4 2 L ; A 2 B)

VI Représentation paramétrique d’'une droite

%Propriété
a
Soit une droite d passant par A(x4; Y4, z4) et de vecteur directeur u|bl.

c
Les coordonnées (x; y; z) de tout point M de d sont de la forme :

xX=xa+tka
y=ya+kb
z2=2za+kc
C’est ce qu'on appelle représentation paramétrique de d.
Réciproque : évidente

—_—

Démonstration : AM et U sont colinéaires, d’oit AM = k. on en déduit le résultat en considérant les coordonnées.
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