Limites de fonctions
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I Quantificateurs

' 2 o .

Deﬁnltlon

» Quantificateur existentiel : Lexpression «il existe » se note 3; Ce symbole ne peut pas se mettre dans une phrase
en francais; il ne peut se mettre que dans une expression mathématique, toujours en début :

Exemple : il existe un réel x tel que x* soit strictement positif peut se noter :
IxeR/x* >0

e Quantificateur universel : L'expression « pour tout» ou « quel que soit » se note V; Ce symbole ne peut pas se
mettre dans une phrase en francais; il ne peut se mettre que dans une expression mathématique, toujours en
début :

Exemple :pour tout réel x, | x| est positif ou nul peut se noter :
VxeR,|x|=0

II Limite infinie en —co ou +oco
II.1 Activité A page 162

I1.2 Définitions

-
Déﬁnition
xhr-P f(x) = +o0 signifie que tout intervalle [A; +oo[ contient f(x) pour x assez grand.
—+00

Traduction : Pour tout A > 0, il existe xj tel que six > xj alors f(x) > A.
Mathématiquement : VA > 0, 3xy/x > xg = f(x) > A




Définition équivalente pour —oo.

‘ d o .

Deﬁnltlon

xlirP f(x) = —oo signifie que tout intervalle [—oo; A[ contient f(x) pour x tendant vers —co.
—1+00

Traduction: VA< 0,3xp, x<xp= f(x) < A

Exercice : écrire ce que signifie: lim f(x) =+ocoet lim f(x)= —oo.
X——00 X——00

Asymptote oblique :

‘ pd o 0
Deﬁnltlon
Une droite (d) d’équation y = ax + b est asymptote (oblique) a la courbe représentative 6 d’une fonction f si
lim [f(x)—(ax+b)]=0.
X—+00
Définition identique en —oco).

2
x“+3x+1
Exemple: f(x) = ————, avec comme droite (d) d’équation: y = x+ 1.

Cette fonction est définie sur R\ {—2}.

2+3x+1 24+3x+1-(x+2 1 24+3x+1- 2 1
Justification : V.x € R\[~2}, f (1)~ (x+1) =~ ox T L (pyqy o DAk Aer D 7 Sxw 1 [ber 2)e+ D)
xX+2 xX+2 xX+2

+3x+1-x2—x-2x-2 ]
=~T3 qui tend vers 0 quand x tend vers —oo ou vers +oco.
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1
Remarque : on a vu que f(x)—(x+1) = e qui est positif pour x < —2 et négatif pour x > —2, donc la courbe est
X
au-dessus de son asymétriquempote pour x < —2 et en dessous pour x > —2, ce qu’on voit sur la courbe.

III Limite finie en +ocoou —oo:

(s

Déﬁnition g
Soit £ un réel. f a pour limite ¢ en +oo signifie que tout intervalle ouvert centré sur ¢ 14 — a ; ¢ + a[ contient toutes
les valeurs f(x) pour x assez grand.
On dit alors que la droite d’équation y = ¢ est alors asymptote a €.

Traduction mathématique: Va >0,3dA>0, x> A= f(x) €]l —a; ¢ +af

1 1
Exemples: lim =0; lim —— =0; lim =0
X—+o0o X —a x—+oo (x —a)P X—+00o \/x—a

IV Limite infinie en un réel

IV.1 Activité B page 162

IV.2 Définitions

Déﬁnition
Soit a € R. On dit que f(x) tend vers +oco quand x tend vers a si f n'est pas définie en a (a est donc une valeur
interdite )et si f(x) prend des valeurs aussi grandes que I’on veut pour x suffisamment proche de a.

Pour tout A> 0, f(x) €]A; +oo[ pour x proche de a.
Plus précisément: VA >0, 3e >0, x€la—¢; a+e[= f(x) > A

Interprétation géométrique : on a alors une asymptote « verticale », droite paralléle a I'axe des ordonnées.
C’est le cas de 'exemple précédent : la droite d’équation x = —2 est asymptote verticale a la courbe.
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V Limite finie en un réel :

Déﬁnition

Soit Z € R et soit a € R.

de a.

Ve>0,3a>0, x€la—a; a+al= f(x) €]l —¢€; { +¢l.

f(x) tend vers ¢ quand x tend vers a si f(x) peut étre aussi proche que I'on veut de ¢ pour x suffisamment proche

Exemples :
Exemple 1 : la fonction x — x

lim x° = a°
X—a

2enacR.

Exemple 2 : soit la fonction définie sur R* par: f(x) =

Sur]—o0; 0, f(x) =—1etsur]0; +ool, f(x)=1.

f n’adonc pas de limite en 0 (mais admet une limite a gauche et une limite a droite).

| x|

. sinx . . . . . :
Exemple 3 : llr% —— =1 (bien que 0 soit une valeur interdite). Cela permet éventuellement de prolonger des fonctions
X— X

non définies en un point. (voir chapitre ultérieur sur la continuité)

VI Opérations et limites

On considere deux fonctions f et g définies au voisinage de «a, a étant, soit un réel xy, soit —oo, soit +oo.

Addition ou soustraction

Soient ¢ et ¢’ deux réels. Alors :

Si f(x) a pour l
limite

+00

+00

Si g(x) a pour /'
limite

+00

+00

alors 0+ /¢
fx)+gkx)a

pour limite

+00

+00

Forme
indéterminée

Produit

Soient ¢ et ¢’ deux réels. Alors :

Sif(x)a l >0
pour

limite

<0

>0 <0

+00

+00

Sig(x)a 0 +00
pour
limite

+00

+00

alors el +00
f(x)
gx)a
pour
limite

+00

+00

Forme
indéter-
minée
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Quotient

Soient ¢ et ¢’ deux réels. Alors :

Si fi(x)a 4 4 4 +00 0 +00 0 +00
pour
limite
Sig(x)a #0 +00 0 (avec signe consfant) +00 0 0 +00
pour
limite
alors ﬁ/ 0 +oo +00o 0 +oo (sila Forme Forme
(@) a ¢ limite indéter- indéter-
gp((J)Cl)H existe) minée minée
limite

‘ rd o .
Deﬁnltlon
| On dit que 'on a une forme indéterminée lorsque la limite n’est pas calculable directement; il faut alors « travailler »
davantage pour savoir si la fonction a une limite ou pas.

0 oo
Remarque : Les quatre formes indéterminées sont : «co—oo; 0 xoco ; — ; — ».

o0
Cela signifie qu’on ne peut pas calculer la limite éventuelle directement a I'aide d'un théoréme; il faut étudier cette limite
de facon plus approfondie. Nous allons voir comment dans certains cas.

VII Limite d’'un polynéme en +oo:

Exemple : calculer lim (x*-2x%).
X—+00

lim3 = /oo et lirP 2x? = +o0; par soustraction on a une forme indéterminée du type « —oo — co» donc on ne peut pas
X—X X—+oo

répondre directement.

2 2
Astuce : x° —2x* = x° (1 - —); lim x*=+ocoet lim (1 - —) =1donc| lim (x’—x*)=+oo|
x ) x—+oc0 X—+00 X X—+00

‘ e, 4

Proprlete

En cas de forme indéterminée, on calcule la limite a I'infini d’'un polyn6me en mettant en fac-
teur le terme de plus haut degré.

Exemple : calculer lim (x2 - x).
X—+00
On est bien en présence d'une forme indéterminée du type oo — oco.

1
Pourx;éO,xz—xzxz(l——).
X

1 1
lim x*=+ocoet lim (1 - —) =1car lim (—) =0.
X—+00 X—+00 X X—+00

Par produit :| lim (x*—x) = +oo
X—+00

Conseil : vérifier en tragant les courbes correspondant aux expressions a la calculatrice.
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VIII Limite d’'une fraction rationnelle en +oo:

Rappel : une fraction rationnelle est le quotient de deux polyndémes.

‘ o, 4

{2\ Propriété

En cas de forme indéterminée, on calcule la limite a I'infini d'une fraction rationnelle en factorisant au numérateur
et au dénominateur les termes de plus haut degré.

Exemple :

4
X*+5
Le numérateur et le dénominateur tendent tous deux vers +oo donc on a une forme indéterminée.
2 3
x“ 2+ — 24+ —
2x% + 3x) B x) x
4

x*+5 5\ 5)°
— 2 -
1+x4 X (1+ 4)

X——00

252
Calculer lim (m)

Pour x #0, (

. 3 . 2 .
lim [2+—]|=2; lim x°“=+o0; lim
X——00 X X——00 X——00

Par produit et quotient, on obtient| lim
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