Géométrie dans I'espace
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I Positions relatives dans I'espace

I.1 Position relative de deux droites

%Propriétés
Deux droites d; et d, peuvent étre coplanaires ou non coplanaires.

Si elles sont coplanaires (contenues dans le méme plan), elles peuvent étre sécantes en un point, strictement pa-

ralleles ou confondues. Si elles ne sont pas coplanaires, aucun plan ne contient les deux droites. (exemple : certains
arétes d’'un cube)

@:d=d (b) : d et d’ sécantes
paralleles, coplanaires. d,d’ c un unique plan.

©:detd’ paralleles strictes

) : detd non coplanaires
d,d' c dans un unique plan.

d et d' ni sécantes, ni paralleles

I.2 Position relative de deux plans

%Propriétés
Deux plans &, et &2, de I'espace sont soit sécants, soit paralleles.

S’ils sont sécants, I'intersection est une droite.
S’ils sont paralleles, ils sont distincts ou confondus.

Plans sécants : Plans strictement paralléles :

Plans paralléles confondus :
une droite d’intersection aucun point d’intersection

un plan d’intersection

P1:P2

N7

I.3 Position relative d'une droite et d’'un plan

%Propriétés
Une droite Z et un plan & sont soit sécants, soit paralléles.
S’ils sont sécants, ils n’'ont qu'un point commun.

S’ils sont paralleles, Z est incluse dans &2 ou ils n’ont aucun point commun.
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Droite et plan sécants : Droite et plan paralléles : Droite et plan paralléles :
un point d’intersection droite incluse dans le plan aucun point d’intersection

Py v d Py
. d\

Remarques :
Pour définir un plan, il faut trois points distincts, ou une droite et un point extérieur a la droite, ou deux droites sécantes
ou strictement paralleles.
II Regles d’'incidence
II.1 Propriété fondamentale

Dans un plan de I'espace, toutes les propriétés fondamentales de la géométrie plane s’appliquent.

%f;Propriétés
— Deux droites de I'espace sont paralleles si elles sont coplanaires et non sécantes,
— Deux plans de I'espace sont paralleles lorsqu’ils ne sont pas sécants,
— Une droite et un plan de I'espace sont paralleles lorsqu’ils ne sont pas sécants.

%Propriété

— Si deux droites sont paralleles a une méme troisiéme, alors elles sont paralleles entre elles,.

— Si deux droites sécantes d'un plan & sont respectivement paralléles a deux droites sécantes d'un plan 2
alors les plans Z et 2 sont paralléles,

— Si deux plans sont paralleles a un méme troisieme, alors ils sont paralleles,

— Si deux plans sont paralleles alors tout plan qui coupe I'un coupe l'autre et les droites d’intersection sont
paralleles.
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1.2 Théoréeme du « toit »

%)‘;Théoréme
Siona:
— deux droites paralleles d et d;
— un plan P contenant d;
— un plan Q contenant d;
— P et Q sécants selon une droite 6.
Alors, I'intersection § des deux plans est paralléle aux droites d et d’.

Démonstration :
Raisonnons par I'absurde. On considere que 6 n’est pas parallele a d; ce qui entraine que 6 n’est pas parallele a d,.
Soit v un vecteur directeur de .Comme d; et d, sont paralleles, on appelle % leur vecteur directeur.

o Comme § n'est pas parallele a d;, U et v ne sont pas colinéaires donc, comme § est contenue dans P, 7 et v sont des
vecteurs directeurs du plan P.

e Comme § est aussi contenue dans Q, 7 et U sont aussi des vecteurs directeurs du plan Q.

¢ Onen déduit que les plans P et Q sont paralleles, ce qui est contradictoire avec 'hypothese que P et Q sont sécants.
Par conséquent, 6 est donc paralléle a d; et d»
III Orthogonalité dans 'espace

III.1 Droite perpendiculaire a un plan

p

%Propriété
Dans un plan &, soient deux droites d; et d, sécantes en A et une droite A.

On suppose que la droite A est perpendiculaireen Aa d; eten Aa ds.
Alors, la droite A est perpendiculaire au plan .

( -
Déﬁnition
| o Deux droites sont orthogonales lorsque leurs paralléles passant par un méme point sont perpendiculaires.

» Une droite est orthogonale a un plan lorsqu’elle elle est orthogobale a toutes les droites de ce plan.

L

Propriété

| Feux droites sont orthogonales si, et seulement si, leurs vecteurs directeurs sont orthogonaux.
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Propriété

| Une droite est orthogonale a un plan si, et seulement si, un vecteur directeur est orthogonal a une base de ce plan

'

Déﬁnition

On consideére une droite orthogonale a un plan.

Tout vecteur directeur de cette droite est appelé vecteur normal a ce plan.

Propriété admise

| Une droite est orthogonale a un plan si elle orthogonale a deux droites sécantes de ce plan.

IV Vecteurs de I’'espace

IV.1 Translations

Déﬁnition

Si A et B sont deux points de I'espace, la translation ¢ de vecteur AB est la transformmation qui, a tout point C,
associe le point D tel que AB=CD.

‘ L34 4

Proprlete

Soient E et F deux points de I'espace, 7 un vecteur de 'espace et ¢ la translation de vecteur .
Si E' et F' sont les images par ¢ de E et F, alors EF=E'F

Démonstration :
t(E)=E' e EE' = .
t(F)=F & FF' =7. . .
En utulisant la relation de Chasles, E'F' = E'E+ EF + FF' = -7 + EF + 1 = EF.

Exemple : ABCDEFGH est un cube. I est le centre du carré BCGF.
On note K I'image de / par la translation ¢ (translation de vecteur AC).
Montrons que I est le milieu de [AK].

Par définition de K, on a FK = AC. On en déduit que ACKKF est un parallélogramme.
Ses diagonales ont alors le méme milieu.
Or, I étant le centre du carré BCGF, I estle milieu de la diagonale [CF] du carré, donc le diagonale du parallélogramme
ACKF.
I est alors le milieu de I'autre diagonale de ce parallélogramme, [AK].
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IV.2 Vecteurs colinéaires, vecteurs coplanaires

‘ pd e .
%@ Définition
Deux vecteurs % et v sont colonéaires lorsqu'il existe un réel k non nul tel que v = k.

— 1 —
Remarque; on a alors u = %7

‘ oo L4 pd

Propriété

Soient trois points A, B et C de 'espace deux a deux distincts.

Les points A, B et C sont alignés si, et seulement si, les vecteurs AB et AC sont colinéaires.

Démonstration :
Les vecteurs AB et AC sont colinéaires si, et seulement si, les vecteurs AB et AC ont la méme direction, donc les droites
(AB) et (AC) sont paralleles; comme elles ont un point commun, elles sont confondues et les trois points sont alignés.

'
Déﬁnition
On considere quatre points O, A, B, C distincts de I'espace.
On définit les vecteurs u = &, U =0OBetw=0C.
On dit que ces trois vecteurs sont coplanaires lorsque les quatre points O, A, B, C sont coplanaires (donc appar-
tiennent a un méme plan).

Propriété

. g —_— . bnd g . s . . —> bnd
Soient u, v et w trois vecteurs tels que u et v ne sont pas colinéaires (ainsi # et v ne sont pas nuls).
_ — — . . o . . 2 = = =
u, v et w sont coplanaires si, et seulement si, il existe deuxréels A et utelsque w=Au +pv.

IV.3 Vecteurs linéairement indépendants et base de I'espace

Séﬁnition
Soient 7, v et w trois vecteurs de I'espace et trois réels a, b et c.
Ces trois vecteurs sont linéairement indépendants lorsqu’ils ne sont pas coplanaires, autrement dit lorsque :
AU+bC+cw=0=>a=b=c=0
On dit alors que ces trois vecteurs forment une base de I'espace.

’ e, e

Proprlete

Soit ( i Jj; k) une base de I'espace.

Pour tout vecteur i de 'espace, il existe trois réels x, yet ztelsque w = xu + yv + zw.

Cette décomposition est donc unique.
On dit que (x; y; z) sont les coordonnées de w dans cette base.
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V Repere de I'espace

V.1 Coordonnées d'un point

[

Déﬁnition

Un repére de I'espace est défini par un point O (origine) et une base (7 s 7 s 7(?)) Lerepére est noté (O s 7 s 7 g TC))
Pour tout point M, il existe un unique triplet (x; y; z) tel que W = x7 + y7 + Z7€>.

(x; y; z) sont les coordonnées de M; on écrit M(x; y; 2).

-
Coordonnees d’un vecteur

Soient A(x4; ya; za) et B(xp; yp; zg) deux points de I'espace.
XB=XA

Les coordonnées du vecteur AB sont | yg = ya | (elles se notent verticalement!)
ZB=2Z2A

Propriété

Soient A(xa; ya; za) et BF(xp; yp; zp) deux points de 'espace.

XA+Xx + zZa+2
Les coordonnées du port I, milieu de [AB] sont ( A 2 B ; L4 2 L ; A 2 B)

VI Représentation paramétrique d’'une droite

%Propriété
a
Soit une droite d passant par A(x; y4,24) et de vecteur directeur u | b |.
c
Les coordonnées (x; y; z) de tout point M de d sont de la forme :

x=xa+tka

y=ya+kb

z2=2za+kc

C’est ce qu’on appelle représentation paramétrique de d.
Réciproque : évidente

Démonstration : AM et U sont colinéaires, d’oit AM = ki . on en déduit le résultat en considérant les coordonnées.

VII Orthogonalité et produit scalaire dans I'espace

VII.1 Orthogonalité

' pd e
Deﬁnltlon
Deux droites sont orthogonales lorsque deux paralleles respectives passent par un méme point sont perpendicu-

laires.
Deux vecteurs non nuls sont orthogonaux lorsque les droites dirigées par ces vecteurs sont orthogonales.
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l , Une droite est orthogonale a un plan lorsqu’elle est orthogonale a toutes les droites de ce plan. J

Propriété

| Deux droites sont orthogonales si, et seulement si, leurs vecteurs directeurs sont orthogonaux.

Propriété

| Une droite est orthogonale a un plan lorsqu’elle est orthogonale a une base de ce plan.

Déﬁnition

Soit d une droite orthogonale a un plan Z.
Tout vecteur directeur de cette droite est appelé vecteur normal a ce plan.

VII.2 Produit scalaire

Déﬁnition

Soient 7 et U deux vecteurs non nuls de I'espace.
On définit leur produit scalaire par :

—_— — —_— —_— — —
u-v=|ullxl|vllxcos(u; V)

—

Lorsque I'un des vecteurs est nul, - v = 0.

Exemple : soit ABCD un tétr aédre régulier de coté 4.
AB-AC = AB x AC x cosAE ; AC) =4><4><cos(§) =4xax=[8]

VII.3 Différentes facons de calculer le produit scalaire

%Propr

tés
—_ — — — —_— —
. u.v=|lullllviicos(u, v).
Siu =

2. AB et U = AC, alors 4.7 = AB.AH oi1 H est le projeté orthogonal de C sur la droite (AB).
a a
3. Unrepére orthonormal dans I'espace étant choisi, si u | b |; v | b’ |, alors:
/
c c

UV =ad +bb +cc.

Les propriétés du produit scalaire de deux vecteurs de I'espace sont les mémes que celles de deux vecteurs du plan.
En particulier: 4.7 =0 u L 7.
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VIII Géométrie analytique
VIII.1 Distance dans I'espace

Une base oorthonormale de I'espace est(O; FENE 76)) avec |lill = ||j||=llkll=1etT-j =7 -k=1T--k=o.

Propriété

Dans un repére orthonormé (O; i Jj; k) del’espace, on considére les pointsA(xA; VA zA) etzB (sz; VB ; z4

Alors AB = \/(xA - xp)% + (vys - x3)2 + (28— za)%.

x
Siu|y| ||d]|=\/x2+y2+ 22
z

VIIL.2 Equation d’une sphére

Propriété

Dans un repere orthonormé, la spheére . de centre A et de rayon r a pour équation

(x—x4)°+ (y—yA)2 +(z—zp)?=r?

Justification: M(x; y; 2) €. © AM = re AM?=r’o (x—xA)2+(y—yA)2+(z—zA)2 =r?

VIIL.3 Equation cartésienne d’un plan

=
Propriété
Lespace est muni d'un repére orthonormé.
a
Soit 7 | b | et soit un point A(xa; yya; za)-
c
Une équation du plan & passant par A et de vecteur normal 72 est

a(x—xa)+b(y—ya)+c(z—za) =0.

Si 'un des trois nombres a, b ou ¢ est non nul, ax+ by + cz+d = 0 est 'équation d'un plan de vecteur normal
a
7| b|.

Cc

Démonstration: M(x; y; 2)€ Z < AM L7 < 7 - AM = 0 d'ot1 le résultat.

Exemples :

VIII.4 Projection orthogonale d’un point sur un plan
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f ‘ rd e
Deﬁnltlon
Soit & un plan de vecteur moral 7 et soit M un point extérieur au plan.

Le projeté orthogonal de M sur & est l'intersection de £ et de la droite passant par M ayant 77 comme vecteur
directeur.

f ‘ pd 3 3

Deﬁnltlon

On consideére une droite d de vecteur directeur # et un point M extérieur a cette droite.

Le projeté orthogonal de M sur cette droite d est'intersection du plan normal a U passant par M avec la droite d.

VIIL.5 Distance d’'un point a un plan

Soient & un plan et A un point.
La distance de A a &2 notée d(A; £?) est la plus petite des distances AM ou M € £2.

Propriété

| d(A; &)= AH ou H est le projeté orthogonal de A sur 2.

Remarque: Ae Z=0<d(A; &) =0.

‘ (V4 e
Proprlete
Soit & un plan d’équation ax+ by + cz+d =0 et soit A(x4; ya; za) un point.

|axA+ bya+ czA|

va?+b?+c?

d(AP) =

Page 10/10



	Positions relatives dans l'espace
	Position relative de deux droites
	Position relative de deux plans
	Position relative d'une droite et d'un plan

	Règles d'incidence
	Propriété fondamentale
	Théorème du « toit »

	Orthogonalité dans l'espace
	Droite perpendiculaire à un plan

	Vecteurs de l'espace
	Translations
	Vecteurs colinéaires, vecteurs coplanaires
	Vecteurs linéairement indépendants et base de l'espace

	Repère de l'espace
	Coordonnées d'un point

	Représentation paramétrique d'une droite
	Orthogonalité et produit scalaire dans l'espace
	Orthogonalité
	Produit scalaire
	Différentes façons de calculer le produit scalaire

	Géométrie analytique
	Distance dans l'espace
	Équation d'une sphère
	Équation cartésienne d'un plan
	Projection orthogonale d'un point sur un plan
	Distance d'un point à un plan


