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I Notion d’intégrale pour une fonction positive
Déﬁnition :
Soit f une fonction continue gt positive sur un intervalle [a; b] et € sa courbe représentative dans un re-
pere (0,7,7) Le réel noté f f(x) dx est I'aire, en unités d’aire, du domaine 2 délimité par €, 1'axe des
abscisses et les droites d’équa(lltion x=aetx=Dh.

b
f(x) dx se lit «intégrale de a a b de f(x) dx »
a
a et b sont les bornes (inférieure et supéieure) de I'intégrale et x est une variable « muette »; elle n’intervient
pas dans le résultat.
On utilise aussi souvent les lettres ¢ et u.

b b b
Ainsi:f fx) dx:f f(t)dt:f fwdu
a a a




Remarque : le terme dx est important; le symbole f (S déformé) correspond a une somme infinie et I'on

calcule une somme infinie d’aires de rectangles de hauteur f(x) et de largeur infinitésimale dx. f(x) dx est alors
le produit de deux longueurs donc correspond a une aire.

a
. f f(x) dx =0 (car I'aire d'un segment est nulle)
a

b
» Fonction constante f(x) = m: f mdx = m(b — a) (Le domaine 2 est un rectangle de longueur b — a et de
a

hauteur m)

3{m
2
o
1 4
-3 -2 -1 1 2 3 4 5 6 7
a
_1 J
3
. f x dx =4 (Le domaine Z est un trapeze).
1
4 4
3 4
2
&f
1 4
-1 1 2 3 4 5 6 7

b+B)h
Rappel : I'aire d'un trapeze est % ou b et B sont les bases (cHtés parallemes) et & est la hauteur.

II Intégrale d’'une fonction de signe quelconque
1) Cas d’une fonction négative

Soit f une fonction continue et négative sur un intervalle [a; b]. On définit 'intégrale de a a b de f par:

b
f fX)dx=-o
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, ou &« est I'aire (positive) du domaine 2 délimité par la courbe ¥, ’axe des abscisses et les droites d’équations
x=aetx=Dh.

1
Soit f la fonction définie par: f(x): 2% 2. Cette fonction est négative sur [0;3]. L'aire de 2 est celle d'un trapeze,
(2+3)x3 15

3
d’oti le calcul : fo fx)dx=- 5 1

2) Cas d’une fonction changeant de signe

Déﬁnition

Soit f une fonction continue qui change de signe (d’abord négative puis positive) sur un intervalle [a; b] et
%€ sareprésentation graphique.

Soit &) I'aire de la partie délimitée par la courbe €, 'axe des abscisses et les droites d’équations x = a et
X = b, situé en dessus de 1’axe des abscisses.

Soit o, I'aire de la partie délimitée par la courbe €, 'axe des abscisses et les droites d’équations x = a et
x = b, situé au-desssus de I'axe des abscisses.

b
On pose alors : f f(x)dx = oty — o).
a

1
Exemple : reprenons la fonction f définie par f(x) = Ex -2.

P

6
f f(x) dx:.szfz—.szflzl—llz—?)
0

On peut évidemment généraliser au cas ou I'on a plusieurs changements de signes, en comptant positive-
ment les aires des domaines sur lesquels la fonction est positive et négativement les aires de ceux pour lesquels
la fonction est négative.
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Remarque : jusqu’a présent, nous avons pu calculer des intégrales directement, car les fonctions étudiées

étaient simples et donnaient des aires faciles a calculer (rectangles, triangles, trapézes) ; nous verrons plus loin
1 s

2
comment calculer des intégrales de fonctions moins simples, comme f x* dx ou f sinx dx.
0

0

III Fonction définie par une intégrale

Soit f une fonction continue sur un intervalle [a ; b] et soit x un nombre quelconque de cet intervalle.

X
On considere I'intégrale f f () dt qui correspond a l'aire hachurée sur le dessin; elle dépend de x.
a

A

1 1 2 3 4 5 6 7 8 9
a X

Y

1 4

X
Ainsi définit-on une fonction F: x — f f(r)dz.
a

Théoréme (en partie admis)

X
Si f est continue sur [a ; b], la fonction F: x — f f(t) dt est dérivable sur [a ; b] et sa dérivée est f; on dit
a

que F est une primitive de f.

Une primitive F de f est une fonction dérivable telle que F' = f.

Démonstration dans le cas tres particulier d'une fonction continue, positive et croissante sur [a ; b]. (la
démonstration dans le cas général est admise)

Soit f une fonction continue, positive et croissante sur un intervalle I = [a; b], de courbe €.

X
On définit sur I la fonction F: x — f f(t)dt et on fixe xy dans I.
a

1. F(a)=0

2. Soit h un réel strictement positif tel que xo + h € I.
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\

-1 1 2 3 4 5 6 7 8
-1 X0 Xo+h

(@) F(xop+ h)— F(xo) représente I'aire sous la courbe entre xy + h et xy (partie hachurée) puisque c’est la
différence entre deux aires.

(b) Graphiquement, on trouve : hf(xg) < F(xo+ h) — F(x9) < hf (xo + h) (en encadrant 'aire hachurée par
les aires de deux rectangles)
F(xo+ h) — F(xo)

h
F(xo+h)—F
Comme f est continue, }lin(l) f(xo+h) = f(xp) dou: hli%l+ (X }1 (o) = f(xp) (par le théoreme

(c) On en déduit f (xp) < < f(xo + h).

des gendarmes)

3. Si h est négatif, on trouve un résultat analogue. (Cette fois, xy + h < xp mais la démarche est la méme)
4. Par conséquent, la fonction F est dérivable en x, et sa fonction dérivée est f.

IV Primitive d’une fonction
1) Primitive de f sur un intervalle /
Déﬁnition
Soient F et f deux fonctions définies sur un intervalle I.

F est une primitive de f sur [ si, et seulement si, la fonction F est dérivable sur I et a pour dérivée f.
Vxel, F'(x)= f(x).

2

X
La fonction F définie sur R par: F(x) = > est une primitive de f : x — surR, car pour tout x de R, F'(x) = x = f(x).

x2 . e els /
Remarque: G: x — 5 + 5 est aussi une primitive de f car G' = f.

Une primitive n’est pas unique, mais définie a une constante pres.
En physique, on calcule la constante souvent a partir des conditions initiales.

Par lecture inverse du tableau des dérivées des fonctions usuelles, on obtient les résultats suivants :
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Fonction une primitive validité
fx)=acR F(x) =ax R
xn+1
— I * —
fx)=x"(neN") F(x)—n+1 R
1
f)= p F(x) =In(x) 105 +ool
1 1
f) == F(x)=—-— R*
X X
1 1 .
f(JC)—F,I’IEN,I’l>1 F(X)——m R
fx)= % F(x)=Vx 10; +o0[
fx)=e* F(x)=¢e* R
f(x) =cosx F(x) =sinx R
f(x) =sinx F(x) =—cosx R
) ) — 2 1 _ = T
Hors-programme : f(x) =1+tan“x = o s F(x) =tanx 2k-1) 2,(2k+ 1) Ak kez

2) Primitives et opérations:

Soient u et v deux fonctions admettant des primitives respectives U et V sur un intervalle I et g une fonction

admettant une primitive G sur un intervalle J contenant l'intervalle u(1).

On note u' la dérivée de wu.

Fonction une primitive validité
f=au+pv(a, P eRrR’)| F=aU+BV I
fﬁ:u’Xé;ou F=Gou I
, un+1
=u'u"(neN” I
U (n n+1
ul
=— In|u| u ne s’annule pas sur
u
T
1
f=— neN,n>1 | F=—-————— | unes'annule passur [
i (n—1)u"
u
= F=vu u>0surl
f N Vu
=u'e" F=¢"
f=u'cos(u) sin(u) I
f = u'sin(u) —cos(u) I

3) Existence de primitives

Théoréme admis

Si f est une fonction continue sur un intervalle I, alors f admet des primitives sur /.

X
PouraeR, x — f f(¢) dt est la primitive de f qui s’anule en a. (Vient du paragraphe III)
a
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4) Primitives d’'une méme fonction

= .
Proprlete
Si f est une fonction définie sur un intervalle I qui admet une primitive F sur I, alors:
— les primitives de f sur I sont les fonctions de la forme x — F(x) + k, k € R
— pour tout couple (xg; ¥o), Xo € I, Yo € R, il existe une unique primitive Fy de f qui prend la valeur y,
en xo.

Démonstration :
G est une primitive de f sur I signifie que G est dérivable sur I et que G’ = f. Alors G' = F' = f, donc (G- F)' = 0.
Par conséquent, G — F est constante sur [. Il existe unréel k telque G- F =k donc G=F + k.
G(xp) =yo© F(xo)+k=yp© k=yy— F(xop).

5) Exemples de calculs de primitives :

5 e el 2 x6 x2 x6 2
e f(x)=3x +2x—5;uneprlmltlveestdonneepar:F(x):3><E+2x?—5x: — +Xx"—5x

e f(x)=@x+1)(x%+x+3)". On cherche a faire apparaitre '1" avec n =7.
On pose u(x) = x> + x +3; alors #/(x) =2x+1.On a donc f = v'u’ = v'u" avec n = 7 donc une primitive est
8
u
F=—.
8

1
Par conséquent : | F(x) = g(x2 +x+3)8|

V Intégrale et primitive

1) Fonction continue sur /

r V4 N .
Theoreme admis
Soit f une fonction continue sur un intervalle I et @ un élément quelconque de I. La fonction ® définie sur

X
I par: ®d(x) = f f(@®)dt est'unique primitive de f sur I qui s’annule en a.
a

1. Si h est négatif, on trouve un résultat analogue.

2. Par conséquent, la fonction «f est dérivable en x, et sa fonction dérivée est f.

Remarque : @ est dérivable et @' = f.

1
Exemple: La fonction ¢ — Z est continue sur ]0; +oo[; son unique primitive qui s’annule en 1 étant la fonction

*1
logarithme népérien, on a, pour tout x de ]0; +oo[ : Inx = f Z dt.
1

2) Calcul d’'une intégrale a I'aide d’une primitive
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Théoréme

Soit f une fonction continue sur un intervalle I. Pour tousréels aet bde I,on a:

b
f f(®dt=F(b)—-F(a)

,ou F est une primitive quelconque de f sur I.

Démonstration :

X
Notons @ la primitive de f sur I qui s'annule en a. On a: ®(x) = f f(®dt. On sait qu’il existe k réel tel que :
F=0+Fk. . !
Alors: F(b)—F(a) =®(b) —k— (®(a) — k) =D(b) = f f)dt (car ®(a) =0).

a
On a ainsi un procédé de calcul d’'une intégrale pour une fonction continue dont on connait une primitive.
L'expression a un sens quels que soient le signe de la fonction f et1’ordre des bornes a et b.

2 2
Exemple : f (x* —2x) dx = -3
1

VI Propriétés de I'intégrale

1) Valeur moyenne

‘ Vd ] )
Deﬁnltlon
Soit f une fonction continue et strictement positive sur un intervalle [a; b] (a < D).

1
La valeur moyenne de f sur [a; b] est le réel u = 7—a f f(x) dx.
- a

b
P f fx)dx o ub—a) = f f(x) dx. La valeur moyenne de f sur [a; b] est le réel u tel

que le rectangle de dimensions p et b — a soit de méme aire que le domaine 2 dont on calcule l'aire. C’est la
valeur que devrait prendre f si elle était constante sur [a; b] pour que I'aire sous la courbe soit inchangée.

Remarque: y =

Exemple: Le profil d'un terrain est donné par ne courbe représentative d'une fonction positive. Si on déplace
le terrain en remblayant les parties creuses et en en aplanissant les parties qui dépassent, quelle serait la hauteur
du terrain plat obtenu?

Cette hauteur moyenne correspondrait a la valeur moyenne de la fonction.

2) Relation de Chasles

Relation de Chasles

Soit f une fonction continue sur un intervalle I. Soient a, b et ¢ trois nombres de I. Alors :

c b c
f f(t)dt:f f(t)dt+f fdt.
a a b
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Démonstration : immeédiate en utilisant une primitive.
b a a a b
Casparticulier:f f(t)dt+f f(t)dt:f fyde=0 doncf fode= —f fde
a b a b a
Interprétation graphique en termes d’aires :

3) Linéarité

r L34 rd L] rd . 2

Proprlete de linéarité

Soient f et g deux fonctions continues définies sur un intervalle I et soit @ un réel.
Pourtousaetbde:

b b b
f (f+8)x) dx:f f(x) dx+f g(x) dx.
a a a

b b
f (af)(x) dx:af f(x) dx

Démonstration : clair en utilisant des primitives.

b
Par exemple : f (f + &) (x) dx = [(F + G)(0)]8 = (F(b) + G(b)) - (F(a) + G(a)) = [F(b) - F(a)] + (G(b) — G(a)) =
a
b b
f f(x) dx+f g(x) dx
a a
4) Positivité

Positivité

Soit f une fonction continue sur [ et a et b deux réels (a < b).

b
Si f est positive sur [a; bl, alorsf f(x)dx=0.
a

Cette propriété est liée a la définition de I'intégrale, pour une fonction positive, comme aire située sous la
courbe.

5) Signe d’'une intégrale

Propriété

b b
SiszsurI:avecasb,f f(x)dsz;siazb,f fx)dx=<0
a a

b b
SistsurI:avecasb,f f(x)dst;siazb,f fx)dx=0
a a

Exemples :

0 0
Sans calculs,on a: f (1+sin’x) dx=0; f Vxdx<0
-2 2
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6) Conservation de I'ordre

Propriété

Soient f et g deux fonctions continues sur I. Soient a < b.

b b
Si f < gsur[a; b], alorsf f(x) dxsf g(x) dx.

Démonstration :

b
g—f=0sur(a;b]. f (g — f)(x) dx = 0 d’oi le résultat par linéarité.
a

7) Inégalité de la moyenne

Propriété

Soit f une fonction continue sur I et deux réels a et b dans I.

b
— S'il existe deuxréels met M telsque m < f < Msurletsia< b, alors: m(b—a)[ f(x)dx < M(b-a).
a

b
f f(x) dx| < M|b—al.
a

— S'il existe M tel que | f| < M sur I, alors

Démonstration : on utilise la propriété précédente, en intégrant m, f et M entre a et b.
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