Nombres complexes : forme trigonométrique

I Coordonnées polaires d’un point

Soit (O; U ; V) un repére orthonormal du plan complexe.
On considére un point M autre que O. On va repérer le point M dans le plan autrement que par ses coordon-
nées cartésiennes (ou affixe).

b
Y

=l

On repere la position de M par sa distance a 0 et 'angle orienté entre le vecteur u et le vecteur OM.

On note [r; 0] les coordonnés polaires d'un point; r = OM et § = (T[ ; W) (angle orienté, défini a 2kn
prés).
x=rcos0

Les coordonnées cartésiennes de M sont alors )
y =rsinf

II Argument d’'un nombre complexe

Déﬁnition e

Dans le plan complexe muni du repére orthonormal direct (O; u; 7), on appelle argument de z # 0,

noté arg(z) toute mesure en radians de I’angle orienté (Ti, OM ) ol M est le point d’affixe z.

Remarques :

e Un nombre complexe a une infinité d’arguments, différents tous entre eux d'un multiple de 27.
Autrement dit : arg(z) =0 + 2k, k € Z si 0 est un des arguments.
On utilise de préférence la mesure principale de cet argument, c’est-a-dire la mesure (parmi l'infinité
de mesures possibles) qui appartient a l'intervalle [-7 ; 7[.

 0n’apas d’argument car on ne pas pas définir d’angle entre % et le vecteur nul 0
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III Forme trigonométrique
Si 6 = arg(z), I'affixe de z est alors: z = rcosf +irsinf = r (cos6 +isinf)

x (cﬁté adjacent a l’angle)
cosf = — -
r hypoténuse x=rcosf
Ona: donc
sind Yy (cote oppos/e al angle) y=rsin6
r hypoténuse

rDéﬁnition -

La forme trigonométrique de z est : ‘ z=r(cosf +isin0) ‘ our =|z|

Remarque : la forme trigonométrique d'un nombre complexe est unique.

Exemple de détermination de la forme trigonométrique d'un nombre complexe : soit z = 2 + 2i.
« On commence par chercher le module : |z| = [2+2i| = |2(1 +1)| = 2|1 +i| =2V/12 + 12 = 2v/2 donc | z| = 2V/2.

e Détermination de arg(z) = 6.

On doit avoir :
x Re(z) B 2 1

cosf =—= =—=—
roolzlo2v2 V2

gng=? Mm@ _ 2 1
r | z] 2V2 V2
cosf =

On cherche donc un angle 0 tel que
sinf =

NS

I3
On trouve |0 = il

7 7
:2+2i:2\/§(cosz+isinz)

Par conséquent : z|

IV Propriétés:

a) Conjugué et opposé :

Propriétés
Pour tout z€ C* :
e arg(z) = —arg(z) [2m]

o arg(—z) = arg(z) +m [27]

Démonstration : évident géométriquement, car les points d’affixes z et z sont symétriques par rapport a

I'axe des abscisses.
Multiplier I'affixe z # 0 d'un point par (-1) revient a faire subir a ce point une symétrie de centre O; I’argument
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augmente alors de 7 [27].

b) Propriétés algébriques :

<>

E

Si z et Z' sont des nombres complexes non nuls, alors :

1. zeR* & arg(z) =0 [x] (caractérisation d'un réel)
/2
2. z€iR & arg(z) = 5 [7r] (caractérisation d'un imagi-
naire pur)

3. VzeC*, Vz €C*, arg(zz') = arg(z) + arg(z’)
1
4. arg|-|=-
arg (z) arg(z)

4 /
5. arg (Z) =arg(z) —arg(z)

6. YneN*, arg(z") = narg(z)

Démonstration :

évident géométriquement: si z € R™*, arg(z) =0 [27] et si z€ R™*, arg(z) = 7 [27] d’ou le résultat.
La réciproque est évidente.

. facile (méme méthode qu’'au 1.)

3. Soient z = r(cosf +isin0) et z’ = r'(cos @’ +isinf’) écrits sous leurs formes trigonométriques.

Vv

Alors: zz' = rr'(cos0+isin®)(cos@’ +isinf’) = rr'(cosO cosf’ +icosfOsinf’ +isinfcosO’ —cosOcosh’) =
rr'(cosOcosO’ —sinfsinf’ +i(cosOsinf’ +sinf cosO’)) = rr'(cos(@ +0') +isin(@ +0")).
Donc arg(zz') = arg(z) + arg(z).

Soit z = r(cosO + isinf) avec |z| = r et arg(z) = 0.

1 z z z r(cosf —isinf) 1(0056 isin®) d'ot ar (1) are(2)
—_— == —=—= = = - — 181 u — | =—arglz).
z zz |zI*>  r?(cos?6+sin®6) r? r £z 8

Zz 1 - e

— =2z x — et on utilise les propriétés précédentes.

z z

. démonstration par récurrence (facile a faire)

Forme exponentielle des nombres complexes

Déﬁnition -

Pour tout nombre réel 8, on pose : cos@ + isinf = e'?.
Si z est un nombre complexe non nul de module r et d’argument 6, on appelle forme exponentielle de z
I'écriture z = re®.
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Remarque:
Soit f la fonction définie de R dans C par: f(0) = cosO+isinf.Ona: f(0+60") = f(0) f(0"). La fonction f vérifie
I'équation fonctionnelle caractéristique de la fonction exponentielle, ce qui est une premiere justification de
cette écriture sous forme exponentielle.
La vraie justification vient de propriété que I’on étudie apres le bac.

' [ 3Vd V4
Proprlete :
. 1 10’ P .
Soient re'’ et r'e’” deux nombres complexes non nuls, notés respectivement z et z.
. -/ . !
1. zZz = rez@ > rrelH — rr/ez(6+0)
1 1 1 _
2. —=—=—¢¥
z re® r
/ 1,i0'
3 i — I’ e — Lel(g/_g)
z rel?®
7" = (relﬁ)n _ rnelne
Z=relf =re”

La démonstration repose sur les calculs faits avec la notation trigonométrique.

Remarque : La formule qu’admirait Euler au point de la faire graver sur sa tombe est

e’ =-1

Remarques:

1, .
» Pourtout xR, cosx =7 (e*+e™)

1, . :
» PourtoutxeR, sinx= - (e*—e™)
i
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