TS : correction du contréole n° 1

I (3 points)

Démontrons par récurrence que, pour tout
nombre entier naturel n = 2,

(1 1) (1 1) (1 1) n+1
—— | x _— | X .- X —_— | =
22 32 n2 2n

NotonsS,,:(1——)x(l——)x---x(l——),somme

de (n—1) termes.

e e . 1 1 3
e Initialisation : pourn=2:1-—-=1--=—et
22 4 4
n+l 2+1 3 . o
= = — donc la propriété est vérifiée pour
2n2 2x2 4
n=2.

o Hérédité : on suppose ma propriété vraie pour un
entier n = 2 quelconque, donc

S (1 1) (1 1) (1 1) n+1
=ll-—=|%x|]l—-—=]|X--%x|]1——|=
" 22 32 n2 2n

1
Alors: S =S 1-
n+1 n X ( n+ 1)2)
n+1 1 n+l (m+132-1
= —_ = X
2n (n+1)2 2n (n+1)2
B n+1 y [(m+1)-1][(n+1)+1] _ n+l nn+2)
" 2n (n+1)2 © 2n (n+1)2
n+2 <. . . e . .
= apres simplification, ce qu'il fallait dé-
2n+1
montrer.

La propriété est héréditaire.
D’apres 'axiome de récurrence, la propriété est vraie
pour tout n = 2.

II (6 points)

Calculer, en justifiant, les limites des suites (u;,)
définies par :
_2n*-3x+2

-n
On a une forme indéterminée.

3, 2
n2(2—z+? 2—§+%
Pourn#0,u,=——F—-=nx
n(+-1) 13
n n
Or lim — =0, lim —Z:Oet lim — =0,
n—+oo n n—+oo n n—+oo n
2-34+2
donc lim (—1" L ):2.
n—+oo 1
n
On en déduit:| lim wu, =+oco|.
n—+oo

3n 1)"
2. un = I e
n+1 2
e Pour 7 on a une forme indéterminée :
n
3n 3n 3 .
I = = ; d’ou
n+ n(1+ z) 1+z
. 3n
lim =3
n—+oo\n+1

1 . 1\"
-—1<§<1donc Iim |=| =0.

n—-+oo
e Onen déduit, par somme:| lim u, =3
n—+oo
n+(-1)"
3 un: 2+1 . P . P
On a une forme indéterminée.
=" _n
n(1+E28) e
un: = .
n2(1+#) n(1+#)
1 -n" 1
-—ls(—l)"sldonc——s( ) < —;
n n
. 1 1
comme lim |-—] = 0 et lim — = 0,
n—+oo n n—+oon

-1
lim (( ) =0 (théoreme des gendarmes)

n—-+oo n
1
n 1+ﬁ

e lim (1+i) =1 donc lim =

n—+0o n n—+0o

lim u,=0

e Par quotient:
n—+oo

4. U, = 5" 4",
On a une forme indéterminée

R

4 . 4\"

e —1<—-<1ldnc lim |-|] =0.
5 n—+oo\ 5

e 5>1donc lim 5" = +oo0.

n—+oo

e Par produit, on trouve| lim u, =+oco
n—+oo
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IIT (5 points)

1
On pose u; = 5 etpour toutnnon nul
n+1
Up+1 = o Un.

1. Calculons uy, us, us.

1+1 2 1
e W=Ul;1=——U1=—-U1=U —
2 1= 57 11 5t 1=15

Un
2. On pose v,, = — pour 7 non nul.
n

u n+l,, 1
n
(a) Pourtoutn, vy, = —o= =20 " __ 4
n+1 n+l1 2n
1 wu, 1 d 1
=—x—=—vydonc| v, =-V,|
2 n 2 n n+1 2 n
La suite (v,) est donc géométrique, de rai-
. u
son g = > et de premier terme v, = Tl =
1
u =—.
"7

Puisque (v,) est géométrique, on a, pour

-1
n-1 _ l % (l)n
2 \2

(b)

toutn=1:v,=rv1q

UV, = — = U, = MU, =
n
1 n
Up=n (E)
n
(c) Onadmetque lim — = +oo.
n—+oo n
n 1
Or, pour tout n, uy, = 2_” =5
2”
n
Puisque lim (—) = 400, on en déduit :
n—+oo\ n
lim u,=0
n—+oo

IV (6 points)

u et v sont deux suites définies par 1 = 20, vg = 60
et pour tout nombre entier naturel n,

2Up+ Uy U, +2v,

Upt+1 = 1 et vy = 1
22U, + vy,

4 4

3
= 1 (un +vy,) donc u + v est géomé-

U, +2v,

a) Pourtoutn, uy 1+ vpe1 =
_ 3up+3vy
4

. . 3
trique de raison q = R

2Uu,+ v, Up,+2v,
Pour tout nn, uy41 — Vps1 = 2 - 1
un - vn 1 7 z .
= 2 = 1 (u, — v,) donc u—v est géométrique
1
de raison g’ = ~

. . : 3
b) Puisque u + v est géométrique de raison g = 2 on

3 n
80><(—) .
4
1 n
—40 x (—)
4

a:up+v,=(Up+vy) xq" =

De méme : u, — v, = (ug — vg) X qmz

c) « En additionnalgt, on trouve

3 1\"
2u, =80x|-| —40x|-| donc
4 4

3 n 1 n
un:40><(—) —ZOX(—) .
4 4
e Ensoustrayant:

3\" 1\"
2vn:80><(—) +40><(—) d’ou
4 4

3 n 1 n
v, =40 x (—) —20 x (—) .
4 4

3 1 . 3\"
d -l<x—-<let-1<x—<1ldonc lim |=| =0et

4 4 n—-+oo\ 4
1 n

lim (—) =0.

n—+oo\ 4

Onendéduitque:| lim u, =0et| lim v, =0

n—+oo n—+oo
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