TS : correction du devoir sur feuille n° 3

Partie A

1. (t,) appartient a ’ensemble (E) si et seulement si, pour tout entier naturel » non nul,
fye1 — I = 0,241, <> A1 - 1" =0,241""!
< 1?-1=0,24, en divisant par A" £0

On résout A2 — 1 — 0,24 = 0. Aprés le calcul du discriminant &, on trouve‘ A=1,20ul=-0,2.

Les suites (#,) appartenant a (E) sont les suites‘ t,=0,2" ‘et‘ t, =(-0,2)" ‘

2. u, doit vérifier :

0 — 0: =
{a(l,Z) +p-02°=6 {a+ﬁ 6

a(1,2)! + B(-0,2)! =6,6 1,2a-0,28=6,6

39
=>1,2a-0,26—a)=6,6 < 1,4a=7,8 < a:7.
39 |3
Onendéduitqueﬁ:G—a:6—7: =
N . 39 a3 "
La suite s’écrit donc : quel que soit n € N, un:7(1,2) +?(—0,2) .

3. Comme -1<-0,2<1, lim (-0,2)" =0; d’autre part lim (1,2)" = +oocar1,2>1d’ou
n—+oo n—+oo

lim wu, =+oc0|
n—+oo

Partie B

1. (@ f(x)=1,4x-0,05x*
f'(x)=1,4-0,1x=0,1(14 — x) qui s’annule en 14.
f'(x) =0 pour x =14 er f'(x) <0 pour x > 14 et f'(x) >0 pour x < 14.
La fonction est donc croissante sur ] —oo; 14] et décroissante sur [14 ; +ool.
On en déduit que f est croissante sur [0 ; 8].

(b) Montrons par récurrence que, pour tout entier naturel n, 0 << v, < v,41 <8.

o Initialisation :
vo =6, v; =1,4v5—0,005v7
=1,4x6-0,05x6>=8,4—1,8=6,6.
Onabien0<vg<uv; <8.
» Hérédité : supposons qu’il existe p e Ntel que 0 < v, < vp41 <8.
Onavpo=f (up+1). D’apres la question précédente la fonction f est croissante sur | —oo; 14];
doncO<v,<vp;1 <8

— 0< Uy S Vp2 < f(8).
Or f(8) = 8. L'hérédité est donc démontrée.

On a donc démontré par récurrence que pour tout entier naturel n,
OS U}’l< Un+1 <8.

2. La question précédente montre que :
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— la suite est croissante;

— la suite est majorée par 8

Conclusion : la suite (v,) converge vers une limite ¢ inférieure ou égale a 8.
Onavys =f(vn); nl_l)I_IFlOO v, = ¢; puisque f est continue, nl—l>I-II—loof(Un) = f(4).

Or, nliIP Un+1 = ¢; par unicité de la limite, on doit donc avoir f(¢) = ¢ donc ¢ est solution de I'’équation
— 100

fx) =x.

0=1,40-0,05(*> <> 0,4 =0,05¢>
<= ¢ =0 (impossible car la suite est croissante a partirde 6) ou ¢ =28
La suite (v,) converge vers 8.

Soit n = 2 un entier fixé (quelconque) et soit f;, la fonction définie sur [0 ; +ool par

1. (a)
(b)
(9]
2. (a)

(b)

1+x"
Jn) = 1+x)"

fn est dérivable comme quotient de fonctions dérivables.
Vxe€l[0; +ool,
nx" 11+ x)"-n1+x")1+x)"!

fn(x) = [(1+x)n]2
A+ 0" a0+ 0 -n0+xM]  A+0)" ! (nx" - n)
B (1+ x)2n B (1+ x)2n

n(l + x)n—l (x11+1 _ 1)

1+ x)2n
Fait a la queston précédente

f,'l (x) est du signe de £ - 1; or, la fonction x — x™ ! est croissante sur [0 ; +ool et vaut 1 pour

x=1.Doncx” 1 -1<0pourx<letx”!—1>0pourx>l.
2 1
f(l)_z_n_zn—l'

On en déduit le tableau de variation :

x [0
O] -0 =

+
8

fx)

D’apres les variations de f,ona:

Vx=0, f(x) = ! donc L+ X" = !
T T o1 A+xn~ 2n- 1

On en déduit :| (1 +x)" <2"" (1+x")|

On pose A=

=<

D’aprés la question précédente, ona: (1+ A)" <2" ' (1+ A") d'ot

(1+X)n<2”‘1 1+y—Z) .

X X

On en déduit : (x_yy) <2l (xy—ny) d’ott| (x+ )" < 2™ (x" + y") |, en multipliant de chaque

coté par y" > 0.
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Un chirurgien orthopédique commande des protheses chez trois fabricants A, B et C. le tiers des protheses
provient de A, 30 % provient de B et le reste provient de C.
La proportion de prothéses défectueuses est de 0,3 % chez A, de 0,6 % chez B et de 0,5 % chez C.
On prend au hasard la fiche d'un patient qui s’est fait poser une prothese chez ce médecin.
Notons:

e A:l'événement: « la prothese vient du fabricant A »
e B:l'événement: « la prothese vient du fabricant B »
e C:l'événement: « la prothese vient du fabricant C »

e D:I'événement: « la prothése est défectueuse A »

0 (A) ! (B) > ) =1 (1+ 3) .
na: =—; =—; =l-|-+—|=—

p 3 p 10 p 3 10
pa(D)=0,3%=0,003; pg(D)=0,6% =0,006 et pc(D) =0,5% = 0,005.

On peut traduire la situation par un arbre pondéré.

0,003 D

A

>l

o]

D’apres la formule des probabilités totales, on a :

(D) = pa(D) x p(A) + ps(D) x p(B) + pe(D) x p(C) = 0,003 x = +0,006 x —+0,005 x — = 2139 _| 139
= X X X = X — X — « = = —
p(D) = pa(D) x p(A) + pp(D) x p(B) + pc(D) x p 008 x 2 +0, = 0,005x ==

1\Y%
On sait que 1 % d’'une population est atteinte d'une certaine maladie orpheline.
On dispose de test de dépistage de cette maladie ainsi que des données suivantes :
« sila personne est atteinte de cette maladie, alors le test est positif dans 90 % des cas.
« sila personne n’est pas atteinte par cette maladie, alors le test est néanmoins positif dans 5 % des cas.

On choisit une personne au hasard.
On note:

e MI'événement : « La personne est malade. ».

e TIl'événement: « Le test est positif. ».

1| (T)_go
100 | PMU) =

9 5 1
— | pp(D = ——=|—

1. Ona: = - =
p(M) 100 10 100 |20
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2. Représentons la situation par un arbre pondéré 9

1 M
100

~|

Nl

©
S|

1 9 10

9
3. @ P(MﬂT)—pM(T)XP(M)—EXﬁ— Tooo !

1 99 99
= — X — = X
20 100 |2000

p(ﬁﬂ T) = pM(T) X p(ﬁ)

(b) Calculos p(T).
D’apres la formule des probabiités totales :

p(1) = pu(T) x p(M) + py(T) x p (M)

_9 %9 _[17
~ 1000 2000 | 2000 |
4. Laprobabilité qu'une personne soit réellement atteinte par cette maladie sachant que son test est positif

9
MnT 1000 18 2
est pr(M) = al T ) = 1101070 :m = 13
p(T) 2000
5. La probabilité qu'une personne ne soit pas atteinte par cette maladie sachant que son test est positif
est:
(D =1-prn=1-==|
Pt = o P =T 13 7| 13
6. La probabilité qu'une personne soit atteinte par cette maladie sachant que son test est négatif est :
p(MnT) pM(T)xp(M) 1o
pr(M) = ————= = og5 =
\'%
. . . . P 1(a
Soit @ = 1 un nombre réel. Soit (1) ,en 1a suite définie par up = a et uy4 = s\ + Uy .
Up
Premiere partie

1
Soit f la fonction définie sur ]0; +oo[ par f(x) = 3 (x + ;)

1. f estdérivable sur ]0; +oo[ comme somme et produit de fonctions dérivables.

1 1 1 ay 1(x*-a)\ |1(x—-Va)(x+a)
Vx>0, flx)==|1+ax|-=||==(1-=]|== =| - i
YRS 2( (xz)) 2( xz) 2( x2) 2 x?2
1
§>0, x> >0, x++va>0,donc f'(x) est du signe de x — /a, c’est-a-dire positif pour x = v/a et négatif
pour x < va.
a
limx =0etlim (—) = +oodonc|lim f(x) = +oo|.
x—0 x—0\x x—0
x>0 x>0 x>0
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lim x=+ooet lim (E):Odonc XI_i;P f(x) =+o0|.

X—+00 x—+oo\ x
1 a 1
.ﬂ¢a:ELH:E)=?¢+¢a=V@-
On en déduit le tableau de variation :
X 0 va +00
f'(x) - 0 +

+00

+00
f \
va
2. Commea=1,onava<a.

Sur l'intervalle [vV/a; al, f est croissante, donc f (va) < f(a).
f(Va) T va. |

ay a+
fla)= §(a+ 2) =

2

Montrons que f(a) < a.

a+l a-1
a—f(a):a—T:TZO(caraz 1) donc f(a) < a.

Pour Va<x<a,onadoncva< f(x) < f(a) <a,donc| f(x) € [Va; a] |

3. (a) Montrons par récurrence sur n que, pour tout n€ N, va < u,1 < u, < a.

o Initialisation uy = a; u; = f (4y) = f(a) <adonc va< u; < up < a.

o Hérédité : Supposons va < u, 1 < u, < a pour un n quelconque.
Sur [Va; +oo|, f est croissante, donc va < f(upt1) < f(up) < f(a) < a, donc Va < upsp <
Un+]_ g a.
La propriété est donc héréditaire.

D’apres I'axiome de récurrence, pour tout 1, va < 1 < Uy < a.

La suite (u;) est donc décroissante.

(b) On a montré dans la question précédente que v/a < u, pour tout n, donc la suite (u,) est minorée
par va.
(c) Lasuite (u,) est décroissante et minorée, donc convergente vers une limite .

4. f est continue, donc ¢ est solution de I'’équation f(x) = x.

2
X“+a
—xox’+a=2x>ex*=ae x=+va donc?l=+Va.

f(x)zx@%(x+%):x@ oy

La suite étant positive (facile 2 montrer par récurrence), la limite est| £ = \/a |.

Deuxiéme partie : vitesse de convergence

On prend désormais a = 2 et on pose vy, = uy,, — V2.
v, mesure donc l'écart entre u,, et V2.

1({ 2 2+ u? 2+ u2-2V2
1. Pourtout n, Ups1 = Upe1 — V2=~ )—\/E: n_yo=Z——"n =77
2\u,+2 2u, 2up
2
Wi -2V2up+2  (un-v2)" | V2
B 2u, o 2u, | 2u, |
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2. Montrons par récurrence que, pour toutn =1, v, <

22"

2 2 2
v up—v2 2-v2)® _6-4 3

e Initialisation : vlz—O:( 0 ) :( v2) \/_ -2 %0,09.
21}0 2u0 4 4

1 1 1 1

— =—=—-=0,25donc v; < —

228 22 4

La propriété est vraie au rang 1.
o Hérédité : supposons la propriété vraie a un rang n quelconque.
1

Par conséquent: v, <

22"
2
v 1
Alors: vy = —% = x V2,
2u, 22Uy

, (1) 1 1
Vi S|\ =5| =5 =—=-
22 2(2 x2 22n+1

L <
2up, 22

On sait d’apres la premiére partie que u,, = v'2, donc 2u,, =2v2 =1 donc

On en déduit, par produit: v, < La propriété est héréditaire.

22n+1
D’aprés I'axiome de récurrence, la propriété est vraie pour tout n.

0—9

1
On trouve que — pYE ~2,3x10710,

On est donc stir que us5 est une approximation de v22a107° pres.
Remarque : on dit que la vitesse de convergence est quadratique : le nombre de décimales exactes

double environ a chaque itération.
Cette suite est due au mathématicien Héron d’Alexandrie (1°* siécle apres J.C.)
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