TS : correction du DM n° 2

Raisonnons par I'absurde. Supposons que (u,) ne soit pas majorée par £. Il existe alors un rang p tel que
up > ¢. Comme la suite (u,) est croissante, tous les termes de rang n = p sont supérieurs a ¢.
Vnz=p, l <uy<u,donc u, —¥¢>uy,—{¢ quiest un nombre fixe, donc u, — ¢ ne peut pas tendre vers 0!
u,—¢
Plus précisément, notons € = pT' Soit I 'intervalle I =]¢ —€¢; ¢ +¢|.
Vn=p, u, ¢ I doncla suite (1) ne converge par vers ¢.

(l —e<l<l+e<up<uypourtout n = p). 2 pts
11
cosn
Soit (u,) la suite définie par u, = 1
1. On sait que, pour tout x € R, cosx € [-1; 1] donc —1 < cosn < 1; les nombres cos n sont bornés par -1 et
1.
2. On en déduit que, pour tout n € N,
n+l n=1
lim |- =0et lim ( )—0
n—too\ n+l n—+oo\n+1

D’apres le théoréme des gndarmes,| lim u, =0

2 pts
I1I
(up) est une suite convergente.
1
FAUX: La suite (—) n’est pas toujours convergente. C’estle cas quand lim u, =0; hm v, est alors +oo ou
u n—+oo +00
n’a pas de limite (donc la suite diverge). 1 pt
1\Y%
On considere une suite arithmético-géométrique (u,) définie par son premier terme u et la relation de
récurrence u,.1 = au, + b ol a et b sont des réels non nuls et a # 1.
b
l. f)=xoax+b=xo(l-ax=bex= -2 (qui existe puisque a # 1).
-a
b
Onadonc = T—a 0,5 pt
-a
2. Puisque f estle pointfixede f,ona:f=af+b.
On définit alors une suite auxiliaire (v,) par v, = u, — 8 pour tout n € N.
Upyl =alUp+Db
Ona n+l — n
B=af+b

Par soustraction, on obtient :

a(u,—P) = a(un—B) donc v,y = avy.

(vy) est donc géométrique, de raison g = a et de premier terme vy = vy — 5 1 pt

3. Pourtout n €N, v, = voq" donc
vp=(uo—p)a”|

Or v, =u,—pB,donc u, =pf+v,dou

un:ﬁ+(u0—ﬁ)an.




4. Application : soit la suite (u,) définie par

Onau,

Up=4

1
Un+1 :gun_7

. j L -7 -7 21
a # 1 donc on peut appliquer les résultats précédents. § = 1-2- 1 =2 ="
3 3
21 21 1\" 21 29 1\"
PourtoutneN, u,=——+4—-(—|||=| =|—+— x| =
2 2 3 2 2 3
1 21 21
. —-1l<a=-<1donc lim a"=0donc hm Uup=p=-—.| lim u,; =——
n—-+o0o 2 | n—+oo 2
V Suites mélées
. 1s . 12 s _ _ ) up+1=0,7u,+0,8v,
On considere les suites mélées (u,,) et (v,,) définies par uy = —10, vp =20 et: { Va1 = 0,811+ 0,70,

N.

1
:aun+baveca:§etb:—7.

0,5 pt

0,5 pt

0,5 pt

pour tout n €

1. @ u1=0,7up+0,8v9=-7+16=9
V1 =0,8up+0,7v0=—-8+14=6
u2—0 7u; +0,8v;=6,3+4,8=11,1
v, =0,8u1+0,7v,=7,2+4,2=11,4. 0,5pt
(b) o uy—up=19et up, —u; =2,1 # u; — up donc (u,) n'est pas arithmétique.
e 11 —vg=-14etvy,—v; =5,4# v —vdonc (v,) n'est pas arithmétique.
u 9 u u u
e Lo~ et Z2>0donc = # . (u,) n'est donc pas géométrique.
Ug 10 uy Ug uy
b _ 6 3 et —11 4 # v donc ;é (v,) n'est donc pas géométrique. 1pt
¢ —=— = — — = — — ; (U 1qu
v 20 10 6 7 v ” n pasg d P
2. (@) VneN, ap+1 = Ups1 + Vn+1
=0,15u,+0,15v,=0,15(u, + v,)
= donc la suite (a,) est géométrique de raison g = 0,15 et de premier terme ag = uy+ v =
10. 1pt
(b) On en déduit que a, = apg” =10x1,5" et nlirP a,=+oocarl,5>1. 0,5 pt
—+00
3. (@ VneN, byy1 = Up+1 — U+t
=-0,1u,+0,1v, = -0,1 (u,, — v,) = 0,1b,, donc la suite (b,) est géométrique de raison g’ = —0,1
et de premier terme
bOZUQ—UQZ—?)O. lpt
(b) On en déduit que|b,, = —30 x (-0,1)" nlir+n b,=0lcar-1<q'=0,1<1. 0,5 pt
—1+00
. an+ by .
(c) Lessuites (u,) et (v,) sont-elles convergentes? On a u, = donc nhrP U, =+o0o |
—+00
a —
De méme, v, = ——— donc| lim v, = +oo|.
n—+oo
1 1 n n n n
4. un =5 (an+bp) =5 (10x1,5" =30 x (-0,1)") =[5 x 1,5" =15 x (-0,1)" |
1 1
Un =5 (an=bp) =3 (10x1,5"+30 % (=0,1)") =[5 x 1,5" + 15 x (-0,1)" 0,5 pt




5.

1
On considere la suite (u,) définie par uy = 3 et telle que pour tout entier naturel n, u,+; =

1.

. Pourtoutn, u, 1 —u, =

n 1 n
Y ue==Y [10x1,55-30x (-0, )*
k=0 2k=0

n
=5) 1,55 -15(-0,)*
k=0

1’5n+1 -1 1- (_0’ 1)n+1

=5x ———— — 15X ——
L5-1  1-(-0.D

=10(1,5"" 1) + 1 (1-(-0,1)™*).

)

lim 1,5 =+oo0et lim (-0,1)""' =0donc| lim Y up=+oo
n—+oo n—+oo

3u,
1+2u,

1
I x—

() u1=———4if=
1+2x—
2

[\CHI\CR O
w

3
I x—
4 2

Ur = .
z 10

NG| ©

3=
1+2x—
4
(b) Démontrons, par récurrence, que pour tout entier naturel n, 0 < u,,.
1
o Initialisation : 1y = > > 0 donc la propriété est vraie au rang 0.

o Hérédité : supposons la propriété vraie a un rang n quelconque.
3u,

1+2u,
u, > 0; la propriété est héréditaire.

Alors Uy, =

> 0 puisque

D’apres I'axiome de récurrence, la propriété est vraie pour tout n € N.

. Démontrons par récurrence, pour tout entier naturel 7,

U, <l.
e Initialisation: uy = > < 1 donc la propriété est vraie pour n =0

e Hérédité : on suppose que, pour un entier n quelconque, la propriété es vraie donc que u, <1.

1+2uy, 1+2u,  1+2u,
puisque u, > 0; la propriété est donc héréditaire.

3u,
1+2u,
22Uy, —Zufl | 2un(1—uy)
1+2u, | 1+2u,
Le suite (u;) est donc croissante.

Alors: u,s1—-1= <0Ocaru,<ldoncu,—-1<0etl+2u,>0

Un

>0|car u, >0et1l—u,>0puisque u, < 1.

. La suite (u,,) est croissante majorée par 1, donc elle converge vers une limite ¢ avec ¢ < 1.

Un

Soit(v,) la suite définie, pour tout entier naturel n, par v, = 7 .

0,5 pt

1pt
1pt

1pt

0,5 pt
0,5 pt



()

(b)
()

(d)

Un+1
Pour tout n, v,y =

1-up
3u, 3u,
1+2u, 1+2u,
3u, 1+2u,—3u,
T 1+2u, 1+2u,

3u 14+2u u
1+2u, 1-u, 1-u,
Pour tout n, v,4+13v, donc la suite (v,) est géométrique, de raison 3 et de premier terme vy =

Up
=1 1 pt
1-uyg
Puisque (vn) est géométrique de raison 3, on en déduit v, = vy x 3" =3".
Up
vy = S VUp—UpUp=Uy
1 - un
S VUp=UpVp+ Uy Vy=Uu,(1+uvy,)
Un 3/1
S Uy = = 0,5 pt
l+v, |1+3"
Sn
Uy = = ; lim 3" = +oo (car 3>1) donc| lim u,=1|
n(q 1 1+ i n—+oo n—+oo
3 + S_Yl 3n

La suite (u,) converge vers 1. 0,5 pt



