TS : devoir n° 1

I (3 points)

Soit'équation 2x* —11x* +15=0
On pose X = x°.

X =x°
2X*-11X+15=0

Onrésout:2X>—11X+15=0;A=(-11)>-4x2x15=121-120=1 > 0.

Alors:2x4—11x2+15:0©{

11-v1 5 11+v1
L'équation a deux solutions : X; = 4\/_ = 3 et X, = 4\/_ =3.
On revient a I'’équation initiale en résolvant 2= X, et x* = Xo.
2 s 5 . v5 V10 V5
e x“=X; © x“ =— quiapour solutions -—— = ——— et —
2 2 2 2
« x?=3apour solutions —v3 et V3
5 5
L'ensemble des solutions est|. = {—\/5 ; —£ ; £ V3 } .
II (3 points)
Résoudre soigneusement dans R I'inéquation
9
ls——
(x+3)2

Lensemble de définition est Z =R\ {-3}

On suppose que x € Z.

(x+3)2-4 (x+3+2)(x+3-2) (x+5)(x+1)

ol1- <0 —————< < — <

(x+3)2 (x+3)2 (x+3)2 (x+3)2 (x +3)2

Le numérateur s’annule en -1 et -5; c’est un polynd6me du second degré; il est positif (du signe du coefficient
de x?) al'extérieur de I'intervalle formé par les racines, donc négatif entre ces deux racines.

Alors: 1<

<

Sur ¥, le dénominateur est positif (carré d'un réel) donc la fraction est du signe du numérateur.
On renseigne alors un tableau signes::

X +oo =5 -3 -1 +o0
(x+5)(x+1) +0-]-0+
Lensemble des solutions est|.” = [-5; —3[U] -3 ; —1] ‘

III (3 points)
Soit P, la propriété : Pour tout n =4, n! = n.
Effectuons une démonstration par récurrence :
o Initialisation : pour n =4, n! =4! =1 x 2 x 3 x 4 = 24 et n* = 4* = 16 donc 4! > 4°; la propriété est vraie au
rangn=4



o Hérédité : on suppose qu'il existe un sentier n quelconque, (n = 4) tel que n! > n°.

Alors: (n+1)! = n!x (n+1) = n® x (n+1) car n! = n* d’apreés 'hypothese de récurrence.

2

Reste a montrer que nn+1)=(n+ 1)2, cest-a-diren“—-n-1=0.

2

.. . 1 . . 1
Le minimum de x*— x—1 est atteint pour x = 5 etlafonction f: x— x“—x—1 est croissante pour x = > Pour

x=4, f(x) = f(4) =11>0donc, pour n =4, n>— (n+1) =0d’oit n° = n+1. On en déduit n*(n+1) = (n+ 1)
d’olt (n+1)!'= (n+1)%,
La propriété est bien héréditaire.

D’apres I'axiome de récurrence, la propriété est vraie pour tout n = 4.

IV (2 points)

Soit (u,) une suite arithmétique de raison r. On sait que u;gp = 47 et uj57 = 25.

n-p

 Onsait que, pour tout p<n, u, = up+(n—p)rdoncr =

Uis7 — U102 _ 25—-47 _ 22 2

Alors:r = = = —— =|——|(en simplifiant par 11).
157-102 55 55 5
2 439 439
e Ujg2 = Ug+102r donc ug = uygp —102r =47 — 102 x ~z = = donc| iy = =t
Al 439+3000 ( 2) 5561
o Alors: uzppp = — x|—=|=-——|
3000 = & 5 5
V (2 points)
Soit (v,;) une suite géométrique de raison réelle g.
On sait que v3 = 12 et vg = 324.
vg 324 .
1. vg=13q° donc ¢° = = = =— =27. On en déduit que| g = 3|.
6 =Vsq q Vs 12 !

2. v4=v3g=12x3=36:[v, =36]
v7=v6><q:324><3=972;

v U3 12 4 4
=—=—=—=;|Vg=—
7@ 27 9" 9

VI (3 points)

N . e . 1
On consideére la suite (u,) définie par 1y = 10 et pour tout entier naturel n, ©,+1 = 3 Up+1.

1. uy :; u = %u0+1 :@; Uy :; us :.
2. Il semble que la suite soit décroissante.

1 1
3. fix— Ex + 1 est une fonction affine de coefficient directeur 3 > 0 donc f est croissante.

4. Démontrons par récurrence que la suite est décroissante.
Soit P, la propriété u,+; < u, pour n € N.



e Initialisation : u; = 6 < ug donc Py est vraie.
o Hérédité : on suppose P, vraie pour un entier n quelconque, c’est-a-dire 1,1 < uy.

Comme f est croissante, f respecte 'ordre, donc f (u#,+1) < f (uy), cC'est-a-dire u,4+2 < Up41; ON €n
déduit que P,y est vraie.

La propriété P, est donc héréditaire.

D’apres I'axiome de récurrence, la propriété est vraie pour tout n € N.
La suite (u;) est bien décroissante.

VII (4 points)

1 —_— —_—
On considere la fonction f+— x+ PP On appelle € sa courbe représentative dans un repere (O A | )
x —

1. U'ensemble de définition de f est| 7 =R\ {2} |.

2. ATaide de la calculatrice, on conjecture que :
* lim f(x)=-o0
e lim f(x)=+o00
X—+00
e lim f(x) = —oc0
x—2
x<2
e lim f(x) =400
x—2
x>2
3. f estdérivable somme somme et quotient de fonction dérivables.

f=u+lavec{u(x):x

v v(x)=x-2
1Y v u'(x) =1
f! =u + (; =u + (—ﬁ) avec { U’(x) _1
e 1 x=2P-1 =217 (e-DE-2+1) | (x=3)(x-1)
on en déduit: f'(x) =1 G2 -2 -2 (x—2)2 = (x—2)2

4. Le dénominateur est positif (carré d’'un réel) donc f'(x) est du signe du numérateur. Celui-ci est un
polynome du second degré, du signe du coefficient de x* donc positif a I'extérieur de I'intervalle formé
par les racines 1 et 3 et négatif entre les racines.

On en déduit le tableau de variation.

X |—o0 1 2 3 +00
f(x) + 0 - - 0 +
0 +00 +00
f® / \ \ /
—00 —00 4

5. Question facultative :
On appelle g la fonction définie par g(x) = x et Z la courbe représentative de g.



(@ VxeZ, f(x)—gkx) = é donc xgglm[f(x) -g(x)]=0et xgglm[f(x) - gx)]=0.

On en déduit que % et Z se rapprochent infiniment pres; on dit que Z est asymptote a &

(b) Vx#2, f(x)—g(x):ﬁ>0pourx>2etf(x)—g(x):ﬁ<0pourx<2.

On en déduit que % est en dessous de & pour x < 2 et au-dessus pour x > 2.
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(c) Graphique:
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