Correction du devoir commun n°3

Exercicel (6 points)

Une municipalité a décidé d’installer un module de skate-
board dans un parc de la commune.

Le dessin ci-contre en fournit une perspective cavaliere.
Les quadrilatéres OAD'D, DD'C'C, et OAB'B sont des rec-
tangles.

Le plan de face (OBD) est muni d'un repere orthonormé (O,
L.

Lunité est le metre. La largeur du module est de 10 metres,
autrement dit, DD’ = 10, sa longueur OD est de 20 metres.
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Le but dit probleme est de déterminer P'aire des différentes surfaces a peindre.

Le profil du module de skateboard a été modélisé a partir d'une photo par la fonction f définie sur 'intervalle [0; 20] par

f)=x+DIn(x+1)-3x+7.
On note [’ la fonction dérivée de la fonction f et € la courbe représentative de la fonction f dans le repere (O, I, J).
Partie 1

1. f=uln(u)+vavecu(x)=x+1letv(x)=-2x+7.

f est dérivable comme somme et produit de fonctions dérivables.
!

1
f'=u'In(w) + u x % + v avec u'(x) =1 et V'(x) = -3 dou f(x) =1 xln(x+1)+(x+1)m—3 =In(x+1)+1-3 donc

fl(x)=In(x+1)-2|

2. fl(0)=0 = Inx+1)=2 <= x+1=¢®> = x=e’-1.

f(x)>0 < In(x+1) >2 < x+1>e? (croissance de la fonction exp) d’oi1 x > e?-1.
On en déduit le tableau de variation de f :

x [0 e’ -1 20
o] - 0 -
7 £(20) = 10,93
f) \ /
f(e#-1)=26

3. f'(0=In()-2=[-2]

La valeur absolue de ce coefficient est appelée I'inclinaison du module de skateboard au point B.
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4. On admet que la fonction g définie sur I'intervalle [0; 20] par g(x) = > (x+1)%In(x+1) - Zx - Ex a pour dérivée la fonction

g' définie sur l'intervalle [0; 20] par
g'(x) = (x+DIn(x+1).

g est donc une primitive de x — (x+ 1) In(x + 1).
2

o 3x
Une primitive de x — 3x + 7 est x — N +7x.

- o 3x* 1 2 1, 1 3% 1 ) 7x* 13
Une primitive de f estdonc définie par: F(x) = g(x)—7+7x = EDHD ln(x+1)—Zx —Ex—7+7x = 5(x+ DIn(x+1) - e + 7)6 .




Partie 2

Les trois questions de cette partie sont indépendantes

1. Les propositions suivantes sont-elles exactes? Justifier les réponses.

P, : La différence entre le point le plus haut et le point le plus bas de la piste est f(20) — f (e2 -1)~10,93-2,6 ~ 8,3 >8 donc
P estvraie;
P, : Linclinaison en B est 2. Linclinaison en C est f’(ZO) =In(21)-2
~ 1,04, donc P, est vraie.
2. f est continue, donc l'aire de la face avant, en unités d’aire, vaut

20
o = f(x) dx = F(20) — F(0).
0

21%21n21 4411n21
F(20) = T—7oo+130= —_
F(0) =0.

. 4411n21
On en déduit| «#; = — —-570~101,3 |

Laire latérale gauche vaut &/, = o (OAB'B) =10 f(0)=70|

Laire latérale droite vaut «/; = o/ (DD'C'C) =‘ 10£(20) == 109,3 ‘

Laire a peindre en rouge est donc &« =24/ + o + &3 =| 381,9 m? |,

381,9
Le nombre de litres de peinture a prévoir est : =

3. On souhaite peindre en noir la piste roulante, autrement
dit la surface supérieure du module. .
Afin de déterminer une valeur approchée de l'aire de la par- ]
tie a peindre, on considere dans le repere (O, I, J) du plan de B
face, les points By (k ; f(k)) pour k variant de 0 a 20.
Ainsi, By = B.

B
]:
(0]

(@ BiBjs1 = \/12 +(flk+1) - fR))* = \/1 +(fk+1) - f(0))*|

(b) Lapartie del'algorithme a compléter est :

S prend la valeur 0.
Pour K allant de 0 a 19

S prend la valeur S+ 10\/1 +(fle+1) - )%
Afficher S

Exercice Il (4 points)

Une suite numérique (u,) est définie par son premier terme u; = 2 et par la relation. de récurrence, valable pour n>1:

)

In(uyy1) = % (ln(un) +ln(

(n+1)2
1 n nuy nuy nup
1. Vn=1, In(u =—|In(u,) +1n <In(u =—In =In donc| u = A
( n+1) 2 ( ( n) (n+1)2)) ( n+1) 2 ((n+1)2 ( ((n+1)2 ) n+1 (I’l+1)2
e Par récurrence, on montre facilement que u;, > 0 pour tout n = 1, donc In (u,+;) est défini, donc la suite (u,) est bien

définie.

+ Montrons par récurrence que u, = 2 pour tout n = 1.

— uj =2 < 2donc la propriété est initialisée.
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— Supposons u, < 2 pour une valeur de n quelconque.

nuy, 2n (n+1)?%-(n*+1) n?+1 Ny,
Alors : nuy, <2n donc < = =1- <1ldoncu =/ ——=<V1=1<2.
& (n+12  (n+1)2 (n+1)2 (n+1)2 L\ )2

<2©2n>2(n+1)2©2n<2n2+4n+2©2n2+2n+2BOquiestévidentcarnEN.

Autre f; :
utre facon TENIE

La propriété est héréditaire.
D’apres 'axiome de récurrence, pour tout n = 1, .
2. Onpose, pour n = 1, v, = nu, puis wy, =In (vy).

1 1 1 )
Pourtout n=1, wyr1 =ln(wps) =In((n+Dupe) =Inr+ 1) +In(uper) =ln(n+1) + Eln(un) + Eln(n) - Eln((n+ 1)?)

1 1 1 1 1
=ln(n+1) + gln(un) + Eln(n) —-In((n+1)) = > In (u,) +In(n)) = Eln(nun) = 3 wy, donc la suite (w;,) est géométrique de

1
raison| q = St

3. -1<g<ldonc| lim w,=0}|
n—+o0o

vp=e“" donc lim v,=1.
n—+oo

Un N -
vV, = nuy donc u, = — d'out| lim u,;, =0
n n—+oo

4. Soit Sy, =wy +wo +---+ wy.

1- n — l n n
(wy,) est une suite géométrique donc S, = wy x ] _qq =1In(2) x # 2In(2) (1 - (5) )

1
S —21[2 1-|-=

ExerciceIll (5 points)

Z-2z+4 = 0
1. (-2z+4)(z*+4)=0 < | ou
22 +4 =0
« Résolvons z2-2z+4=0:
A=(-2)*-4x1x4=4-16=-12<0.
2—-iv12
L'équation a deux solutions complexes conjuguées : — - 1-iv3et1+iV3.

e Résolvons z2 +4=0 < z°= -4 < z°= (21)2
. Cette équation a deux solutions : 2i et —2i.
Conclusion : I'équation a quatre solutions :

S ={1+iV3; 1-iV3; 2i —21}‘-

2. (@ o |zal?=143=4=22=> |z, =2.

1 3 b/ b/ (Z
On peut écrire zp =2 (5 + 17 =2 (cos 3 +isin g) soit en écriture exponentielle :| zy = 2¢'3 |

e Zp= Zei% .
On a donc avec les modules OA = OB =2 : A et B appartiennent au cercle de centre O et de rayon 2.

(b)
41 F
3 . .
B A
'Y
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(c) Ona ol =
ZA

el
Or (OA OB = arg(

Z_ —ell5-3) 2| elF |

L

3. (a zo—ézzB;zA—F’zzF—zA=zA+zB—zA=zBdoncOB=AF.

OAFB est donc un parallélogramme. OA = OB : le parallélogramme ayant deux cotés consécutifs de méme longueur est
un losange de cotés de mesure 2.

[\&}
¢}
.
wIs
| Ulg' N

(b) OAFB est un losange donc la droite (OF) est la bissectrice de I'angle (6&, &3’) ; donc une mesure de 'angle (6&, 0_15) est
b4

E.

D’apres la relation de Chasles (T[, (ﬁs) = (Tt), (TA>) + (6&, (i:)) % + 1—7; = ?—]ZT

(c) OnazF=ZA+zB=1+i\/§+Zi= 1+i(\/§+2).
2
Doncle|2=12+(\/§+2) =1+3+4+4\/§=8+4\/§=4(2+\/§).

Donc |zp| =2\ 2+ V3.

57 — —\ bm
Or 'un argument de zr est IR puisque ( u; OF) =13 (d’apres 3.(b)), donc I'écriture trigonométrique de zr est :

51
Zr=2 (2+\/_)(cosﬁ+1s1nﬁ).

5
(d) On avu que la partie réelle de zr est égale a 1 et d’apres la question précédente elle est aussi égale a 2 (2 + \/§) cos I

Donc en égalant :

5w 57 1 2— 2—-v3
1=2 (2+\/_)cos—<=>cos— \/ \/ \/_.
12 12 5 /2:v3 2x@- 3) 2
4. Ces deux nombres sont positifs (V6 > v'2) ; comparons leurs carrés :
2
2-V3| 2-V3
2 o4
_6+2-2V12 8-4V3 4(2-v3) 2-3
4 B 16 1. 18 4

Ces deux nombres positifs ont le méme carré : ils sont égaux; les deux calculatrices donnent le résultat correct.

Exercice IV (4 points)

—>—>—>)

Lespace est muni d'un repere orthonormé (O s 15 k-
On considere deux droites d; et d» définies par les représentations paramétriques :

X = 24t x = -5+2¢
di:{y = 3-t ,teR ef y = -1+t ,feR.
z =t z =5

On admet que les droites d; et d> sont non coplanaires.
Le but de cet exercice est de déterminer, si elle existe, une troisieme droite A qui soit a la fois sécante avec les deux droites d; et
d, et orthogonale a ces deux droites.

1. Pour ¢ =0 dans la représentation paramétrique de d;, on obtient x=2; y=3 et z=0doncA(2; 3; 0) appartientad;.

2. On sait que dans la représentation paramétrique d'une droite, les coefficients de x, y et z donnent les coordonnées d'un
vecteur directeur de cette droite.

1 2
On en déduit que u1 | =1 | |est un vecteur directeur de d; et| i | 1 | | est un vecteur directeur de ds.
1 0

2 1 3 . - .
—# = donc les coordonnées ne sont pas proportionnelles : les deux vecteurs u; et uy ne sont pas colinéaires donc les deux

droites d; et dy ne sont pas paralleéles.
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1
3. Soitle vecteur v | -2 |.
-3
V-u=1+2-3=0donc v L u.
V-u=2-2+0=0donc v L u.
7 est bien orthogonal aux deux vecteurs ; et u;.
4. Soit P le plan passant par le point A, et dirigé par les vecteurs u; et v.
On étudie dans cette question l'intersection de la droite d» et du plan P.
5
(@) Soit 7 | 4
-1
T-ui=1x5+(-1)x4+1x(-1)=5-4-1=0donc 7 L 1.
TV =1x1+(-1)x(-2)+1x(-3)=1+2-3=0donc 77 L V.
71 est orthogonal a deux vecteurs non colinéaires de plan P donc 72 est un vecteur normal a ce plan.
P passe par A donc une équation cartésienne de P est :
5(x—xa)+4(y-ya)—(z—24)=0&5x—-2)+4(y-3)-2z=0
©5x+4y—2z—-22=0:P apour équation cartésienne| 5x+4y—-z—-22=0

(b) On cherche l'intersection de d, etde P :
on injecte les expressions de x, y et z de la représentation paramétrique de d, dans ’équation cartésienne de P :
On obtient: 5(-5+2¢') +4(-1+ 1) -5-22=0< 141 -56 =0 ' = 4.
Onremplace ¢’ par4:onobtient x=-5+2x4=3; y=—-1+4=3etz=5.

dy et P ont un seul point commun :| B(3; 3; 5) |.
1

5. On considére maintenant la droite A dirigée par le vecteur v | —2 |, et passant par le point B (3; 3; 5).
-3

x=3+k
(a) A apourreprésentation paramétrique:|< y=3-2k , keR|
z=5-3k

(b) On cherche si d; et A sont sécantes. Si c’est le cas, il existe t et k réels tels que :

2+t=3+k 2+5-3k=3+k k=1 kel
3—1t=3-2k ©{3+3k-5=3-2k o<{k=1 Q{r—_z
t=5-3k t=5-3k t=5-3k -

En remplacant k par 1 ou ¢ par 2, on obtient que les deux droites ont un seul point d’intersection : .
(c) » D’apresla question (3.) la droite A dirigée par le vecteur U est orthogonale aux droites d; et do.
o D’apres la question (5b.) les droites d; et A sont sécantes en un point C(4; 1; 2).
o Parailleurs, le point B(3; 3; 3) appartient a la droite A par définition (5.) et a la droite d, d’apres la question (4b.)

» Doncladroite A est sécante avec les deux droites d; et d» et orthogonale a ces deux droites ce qui répond au probléme
posé.

Exercice V (3 points)

Une épreuve de culture générale consiste en un questionnaire a choix multiple (QCM) de vingt questions. Pour chacune d’entre
elles, le sujet propose quatre réponses possibles, dont une seule est correcte. A chaque question, le candidat ou la candidate doit
nécessairement choisir une seule réponse. Cette personne gagne un point par réponse correcte et ne perd auxun point si sa réponse
est fausse.

On consideére trois candidats :

* Anselme répond complétement au hasard a chacune des vingt questions.
1
Autrement dit, pour chacune des questions, la probabilité qu’il réponde correctement est égale a 1 ;

» Barbara est un peu mieux préparée. On considere que pour chacune des vingt questions, la probabilité qu’elle réponde cor-

rectement est de 3 ;
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2
e Camille fait encore mieux : pour chacune des questions, la probabilité qu’elle réponde correctement est de 3

1. Onnote X, Y et Z les variables aléatoires égales aux notes respectivement obtenues par Anselme, Barbara et Camille.

1
(a) Anselme répond au hasard a chaque question donc il a une probabilité de répondre juste a une question de| p = Tt

Il y a 20 questions qui sont indépendantes donc la variable aléatoire X qui donne le nombre de bonnes réponses d’An-
selme, donc sa note, suit la loi binomiale de parametres n =20 et p = 0, 25.

(b) ATlaide de la calculatrice, I'arrondi au millieme de la probabilité P(X = 10) est 0,014.

Dans la suite, on admettra que P(Y = 10) = 0,588 et P(Z = 10) = 0,962.

2. On choisit au hasard la copie d'un de ces trois candidats.
On note A, B, C et M les événements :

* A:«lacopie choisie est celle d’Anselme »;
* B:«la copie choisie est celle de Barbara »;
¢ C:«lacopie choisie est celle de Camille »;
* M : «la copie choisie obtient une note supérieure ou égale a 10 ».

Traduisons la situation par un arbre pondéré :

1 0,962 M
3 C
M
On constate, apres I'avoir corrigée, que la copie choisie obtient une note supérieure ou égale a 10 sur 20.
P(BNnM
La probabilité qu’il s’agisse de la copie de Barbara est Py,(B) soit (P(—M)) .

¢ On choisit au hasard la copie d'un des trois candidats donc P(A) = P(B) = P(C) = %

e P(BNM)=P(B) x Pg(M).
D’apres le contexte, Pg(M) = P(Y = 10) donc P(BN M) = % x 0,588.

¢ D’apres la formule des probabilités totales
P(M)=P(AnM)+P(BNnM)+P(CNnM)=P(A) x Po(M) + P(B) x Pg(M) + P(C) x Pc(M)

=P(A)x P(X=10)+P(B)x P(Y 210)+ P(C) x P(Z = 10)

1 1 1 1,564
==x0,014+-x0,588+ = x0,962 = ——
3 3 3

8

Donc| Py(B) = ]‘5364 dontl’arrondi au millieme est| 0,376 |.
3

o
(4]
<}
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