TS-TD sur le théoréeme des valeurs intermédiaires

f estlafonction définie sur R\ {—1; 1} par

3 2
x°+2x

X) = .
fx) o1

On note % sa courbe représentative dans un repere orthonormal d'unité 2 cm.

Partie A : étude d’'une fonction auxiliaire
g est la fonction définie sur R par : g(x) = x> —3x —4.
1. (a) gestcontinue sur R parce que c’est une fonction polynoéme.

3 4
(b) VxeR g(x)=x3—3x—4:x3(1————),

. 3 4 .
lim 1——2—— =let lim x
X

X——00 x3 X——00

De méme, lim g(x) = +oo.
X—+00

= —oo donc xlir}l g(x) = —oo (par produit)

(c) g.estdérivable sur R comme fonction polynéme.
g(x)=3x*-3=3(x"-1)=3x+D(x-1|
g'(x)=0pourx=-1loux=1.

g'(x) est un polynome du second degré; g'(x) est positif, c’est-a-dire du signe du coefficient de x*
en dehors des racines, donc sur | —oo; —1]U[1; +oo et négatif sur [-1; 1].

g(-1)=-2etg(l)=-6

Tableau de variationde g :

X |—o0 -1 1 +00
g (x) + 0 - 0 +
-2 +00
g(x) / \ /
—00 -6

2. (a) D’apres le tableau de variation, g(x) < -2 sur|—oo; 1[.
Sur]1; +ool, g est continue, g(1) <0 et xlir+n g(x) = +oo0.
—1+00

D’apres le théoréme des valeurs intermédiaires, 'équation g(x) = admet une solution, unique
puisque g est crissante sur cet intervalle. on la note a

(b) Al'aide de la calculatrice, on trouve|2,19 < a < 2,20 ‘
(c) On en déduit le signe de g(x) :
X |-oo a +oo
g(x) -0+
Partie B : Etude de la fonction f
3 2 3 2 2
x> +2x x°(1+= x|1+= 1
1. Pour tout x #Z0, f(x) = = (1+3) = (1+3) lim =1let lim [1-=]|=1
x2-1 2 1 1- L 2 Xx—+o0 x2
x4 11— = X2
X x—tool+—
2

On en déduit : xlim f(x)=—-oc0|et lir/n g(x) = +o0|.
——00 X— /00

2. (@ f= % avec u(x) = x> +2x°% et glx) = ¥ -1

. ouy dv-uv , 9 ,
f :(;) :Tavecu(x):?)x +4xetv'(x) =2x



(b)

()

(b)

()

(3x% +4x) (x* — 1) —2x (x> +2x?))

(%) =
! 1y
_ xBx+4) (x*—1) —2x(x® +2x7)
1)
_x(3x°-3x+4x*-4-2x"-4x%) x(x*-3x-4) | xgv
(x2 - 1)° (x2-1)° (x2-1)°

Etudions les limitesen -1 et 1 :

o lim (x*+2x%)=1.
x—-1

lim (x*—1) =0avec x* -1 >0 donc lim_ f(x) = +o0
X< <1

De méme, lim (x*—1) =0avec x* -1 < 0donc lim f(x) =—oo)
x—- X—-
x>-1 x<-1

e lim (x3 +2x2) =3>0.

x—1
lim (x*-1) =0avec x*~ 1 <0 donc lim f(x) = —oo.
3<l Yool
De méme : lirr%f(x) =+oocarx*—1>0
X—

x>1

On en déduit le tableau de variation de f :

X |—-oo -1 0 1 a +00
X - - + +
gx) - - - - +
f(x) + + — - +

+00 0 +00 +00
f(x) —oo/ —oo/ \—oo \f(a)/

x+2 @+ -1)+x+2  Box+2x®-2+x+2  x°+2x

Pour tout x€ 9, x+2+ = f(x
x2-1 x2-1 x2-1 x2-1 S
3 2
X" +2x
donc| f(x) = ——
f& x2-1
x+2  x(1+2 1+2
Pour x # 0, — T = ( xl) = x1 )
ol 2(1-3) x1-3)

2 1 142
lim (1+—):1et lim (1——2):1d0nc lim | —>—|=+ocodou| lim (f(x)—(x+2)=0
x—+o0 X X—+o0 X x—+o00 x(l—-%) x—+00
X

Cela signifie que la courbe %’ et A se rapprochent aussi pres que I'on veut : A est asymptote a ¢ au
voisinage de I'infini.
xX+2
VxeD, fx)—(x+2)= ——.
f)—( ) 21
On fait un tableau de signes :
Le numérateur s’annule en -2



x |-oo -2 -1 1 +oco
X+2 -0+ || +[+
x -1 + |+ | [+
xX+2
xX2—1 sl il

% est donc au-dessus de A pour x € [-2; —1[U]1 ; +oo[ et en desous pour x €] —oco; —2]U]-1; 1[.
A traverse donc % au point d’abscisse -2.

4. Courbe et asymptotes:
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