II

III

2. Up=

Exercices de révisions sur les suites

On considere la suite (u,) définie par
2n?+1
Up = .
" n2+5
Montrer que (u,) est une suite strictement croissante sur N.

2x*+1
Premiere méthode: u, = f(n) avec f(x) = e
X
» ) 2x2x(x*+5)-2x(2x* +1) 18x
f estdérivableet f'(x) = 5 =-=——=2>0sur[0+ool.
(x? +5) (x2 +5)

f est croissante sur cet intervalle, donc la suite qui est une restriction de f a N est aussi croissante.

. . 18n+9 ) .
Deuxiéme méthode: VneN, u, 1 —u,=---= = 0 donc la suite est croissante.
(n?+5)((n+1)?2+5)

On considere la suite (u,,) définie par :
3 1 1 1
un—1+2—2+§+~-~+ﬁ.
Montrer que (u,) est strictement croissante sur N.

VneN, upi1) — Up = ———->0donc la suite est croissante.
(n+1)°)

Etudier le sens de variation de la suite (u,) définie pour tout entier naturel 7, par :

1. u,= n’+4n+3
On peut étudier le sens de variation de la fonction associée ou la différence de deux termes consécutifs.
VneN, u,.1 — u, ==4>0donc la suite est croissante.
21’1

n+1

2mt 2 2+ 1) -2"(n+2) 2"[2(n+1) - (n+2)]
n+2 n+l  (m+D@+2) (n+D(n+2)

Premeére méthode :VneN, v, 1) —u, =
n2"

———— >0doncla suite est croissante.
(n+1)(n+2)

Deuxiéme méthode : Il est clair que tous les termes de la suite sont positifs. On compare alors le quotient
Un+1 |

al.
Un
2n+1 2( 1)

Un+1 n+ n Un+1 . .
1= ”2;2 -1= -1= >0 donc —=— > 1; la suite est croissante.
Up n+2 n+1l Up

n+1
1-n?
3. u,=
n+2
-n*-5n-3

VReN, Uy — Uy ==+ < 0 (car le numérateur est la somme de nombres négatifs et le

T (n+2)(n+3)
dénominateur le produit de nombres positifs).

La suite est décroissante.
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1
n+1

4. ugp=1letuys1 = uy—

VneN, uyi1—uy=— < 0 donc la suite est décroissante.

n+1

IV

On admet que les suites suivantes de terme général u, ont une limite quand 7 tend vers = oco; calculer
leurs limites.

2n+1
1. u, =
3n-5
o 2+5) 2+ .
On a une forme indéterminée; pour n # 0, u, = = donc| lim u,, =-
_3 _3 n—+00
n(3-2) 3
n n
) —4n’+3n+3
LU= —————
" n’—n+4
nz(—4+i+%) _44343
. L, . n n n n2 .
On a une forme indéterminée; pour n # 0, u, = = T2 donc| lim u, =-4
nz(l—%+%) -0 +.5 NnTeo

3. up=2n-vV4an?-3n+1

On a une forme indéterminée; on utilise la quantité conjuguée.

|2n-VarZ=3n+1|[2n+VaZ=3n+1| 412 _(4n2—3n+1) a1
Uy = = =
|2n+vanZ=3n+1] |2n+VanZ=3n+1| 2n+Van?-3n+1
3n-1 3n-1 _ n(3-1 3-1

B 3 T 3 .1 - _3 .1\
2n+\/4n2(1—%+ﬁ) 2n+2m/1- 2+ 2n[1+(1—4n+4n2)] 2[1+(1 4n+4n2)]

3
Onendéduit:| lim wu,=—|
n—+oo 4

4" — 3"

4n 421
On a une forme indéterminée.

- -
@) )

4. u,

1 3 3\" 1\"
— et — sont strictement compris entre -1 et 1 donc lim (—) =0et lim (—) =0donc| lim u,=1|
2 4 n—+oo | 4 n—+oo \ 2 n— +00

Vv

Ugp=dad
Up1 =V 1+ uy,

Alaide d’'un raisonnement par récurrence, étudier la monotonie de la suite (u;,).

Exercice long!

Pour montrer la monotonie de la suite par récurrence, il faut d’abord conjecturer si la suite est croissante
ou décroissante.

Pour cela, on va comparer les premiers termes, en particulier on va comparer ug et u;.

Uup=aetu =v1+a.

On a un premier probléme, c’est que up et u; dépendent de a que I'on ne connait pas, on sait juste que
ac[-1;+-1[.

On va regarder ce qu’il se passe pour certaines valeurs de a :

Soit a € [-1; +oo[. On définit la suite (u;) sur N par : {
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e sia=-1alors ug=—1etu; =v0=0ainsi u0 < ul;
e sia=0alors up=0et u; =v1=1ainsi up < u;;
. sia:3alorsu0:3etu1:\/Z:2ainsiu0>u1;
. sia:8alorsu0:8etu1:\/§:3ainsiu0>u1.

Onremarque que l'ordre de u et u; dépend de la valeur de a.
On va donc chercher les conditions sur a pour que uy > u; c’'est-a-dire a > v'1 + a.

Résolvons dans [-1; +oo[ I'inéquation: a > v1+a.
2
a2>1+a a—-—a—1>0
a>VvV1i+a(z0) o &
a=0 a=0
(la premiere équivalence vient de la stricte croissance des fonctions « carré » et « racine carrée » sur [0 ; +oo|

On va donc étudier le polynome du second degré a® —a— 1, et en particulier étudier son signe.
2

A=5=+/5 >0:ilya deuxracines

1-v5 1-V5 1+v5 S

<Qet-1< etap = >

Ainsi a; = 0

On obtient le tableau de signes suivant :

1-v5 1+v/5
a —o00 -1 0 > +00
a°—a-1 +]+ 0 -[- 0 +
1++v5
Si—-1l<ac< \/_,alorsu0<u1

Résumé : < Sj g =

, alors ug = u;

. 1++v5
Sia> , alors ug > uy

On émet alors les conjectures suivantes :

e Conjecturel.si—-1<a< alors (u,,) est strictement croissante

e Conjecture 2.sia= alors (u,,) est constante;

e Conjecture 3. si a > alors (u,) est strictement décroissante.

Preuve 1.

5
Soit a < . Montrons que (u,) est strictement croissante. Pour € N, notons &?(n) la propriété : u,, <

Up+1

Initialisation : d’apres le travail précédent 1y < u; donc Z(0) est vraie.

Heérédité : soit n € N.

Supposons #(n) vraie pour un entier n donc uy, < uy4].

Montrons que & (n + 1) est vraie , c’est-a-dire u,;1 < Up42-

Or:up<upsi1=2>1+u,<l+uy=> \/1 +u, < \/1 + uy,41 (car la fonction « racine carrée » est strictement
croissante sur [0 ; +oo[).

Conclusion : On a montré par récurrence que Vn e N, u, < u,+1. Ainsi (u,) est strictement croissante.

1++v5
Preuve 2 : Soit a = T Montrons que (u,) est constante.
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Démonstration par récurrence évidente.

. S . o
Preuve 3 : Soit a > . Montrons que (u,) est strictement décroissante.

Démonstration par récurrence (analogue a la preuve 1, avec > a la place de <)

On considere la suite (u,) définie par uy =5 et, pour tout entier n, 31,1 = U, +4.

1. [ =3]et{w= . |

2. Démontrons par récurence que, pour tout entier n, u, =2.

e Initialisation: up =5 =2 donc c’est vrai pour n = 0.

o Hérédité : on suppose que u, = 2 pour un entier 7.
u,+4 6

Alors u,+4=6dou = 3 =2donc u,4+ =2 c.q.f.d

La propriété est donc héréditaire

Pour tout n, .

3. Montrons par récurrence que pour tout 72, U, 2 < Up41.
. 7
e Initialisation : on a déja montré que u; = 3 <5=uy.

2.2 184 2 un+1+4 un+4 y < .
o Hérédité : on suppose que U1 < Uy; alors Uy +4 < u, +4 donc 3 < 3 c’est-a-dire

Un+2 < Up41.
La propriété est donc héréditaire.
La suite est donc décroissante.
4. On a montré que la suite était minorée par 2 et décroissante; elle est donc convergente vers une limite
022
5. On pose, pour tout entier n, v, = u, —2.
Uup+4 o= Uup+4-6 u,—-2 1

- _Un.

3 3 3 3
1
La suite (v,) est géométrique, de raison g = 3 et de premier terme vy = ug—2 = 3.

(@ VneN, vy =Upy1 —2=

1 n
(b) Onen déduit| v, =3 x (5)

n
SoitSn:Z Vp=Vp+UVi+--+v,et
k=0

n
Tp=) uUp=up+uUi+-+Uy.
k=0
(@) S, estlasomme des premiers termes consécutifs d'une suite géométrique :
1-q" _, 1-()" _, 1-()" _[9( (1}
Sn=1vpx :3x—:3x—:—(1—( ))

l1-qg 1—% % 2

3

Pour tout n, v, = u,—2donc u, = v,+2donc Ty, = Z Up=Sp,+2(n+1) = 5(1—(5) )+2(n+1).
k=0

n—+oo

1 . 1\"
(b) —1<§<1donc lim (—) =0.

9
Onen déduit| lim S, =—|et| lim T, =+oc0]|
n—-+oo 2 n—-+oo
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VII

nn+2
Soit la suite numérique (u,,) définie sur N* par u,, = ¥ .
(n+1)2
. nn+2) n?+2n) [n*+2n+1]-1 (+1)%-1 1
1. (@) PourtoutneN”, u, = = = = =1- .
(n+1)2 (n+1)?2 (n+1)2 (n+1)2 (n+1)2
1
(b) Pour tout n e N*, ——— >0donc u, < 1.
(n+1)2

Deméme, n+1>1,donc (n+1)?>>1=> >0.

—<l>——>1>1-—
(n+1)2 (n+1)2 (n+1)2
Onamontréque0< u, <1.

(c) Tlestclair que (u;) est croissante.

2. Onpose x, = Uy X Uy X +++ X Up.
. p . " n+2
(a) Démontrer par récurrence que, pour tout entier ne N , x,, = m
n

o Initialisation :
3 n+2 3 ‘2 .
Pourn=1,x=u;=-et = — dond la propriété st vraie pour n = 1.
4 2(n+1) 4

n+2

o Hérédité : on suppoe la propriété vraie pour un rang n qulconque, donc x, = 2t
n

n+2 (n+1)(n+3) n+3
< _

2(n+1) (n+2)2  2(n+2)
La propriété est héréditaire.

Alors: X541 = X X Upy1 = apres simplification.

D’apres "axiome de récurrence, elle est donc vraie pour tout 7 € N*.

. . , . . 1
(b) En factorisant par n au numérateur et au dénominateur, on trouve lim x, = 5"
n—+oo
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