Correction du TD sur les propriétés algébriques des nombres complexes

I Produit

1. Soit a et b deux réels quelconques.

(a+ib)? = a? + 2iab + (ib)* = a® + 2iab + 2b? =
2. ¢ 1+ =12+2i-1=[2i]

o 1+ =1 +D2A +1) = 2i(1 +i) = 2i + 2i

e A+ = [ +D?)% = 12 = 4i =[—4]
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3. Onpose j = 5 +i\/7_.

2 (1 VB 1 .1 VB 3, 1 V3
(a) o ] =|l—-——4+1— = -
2 2 2 2
1\? 2
. Onremarquej2:?doncjgzjszzjfz|j|2:(—5) +(—) :
(b) Onraisonne selon la divisibilité de n par 3 : on a trois cas :
. n:3k,kel\l:j”:j3k:(j3)k:1k:
e n=3k+1, keN:j" 3k+1 (]3) x]—lkx] .
=(

]3) kx]2=

e n=3k+2, keN: j"=j¥*2=

II
1. Soit z=3+4i;2Z=3%+4°=9+16=25]
2. Soit z=cos@ +isin@. zZ = cos? 0 +sin’0 =
Pouvait-on deviner la réponse sans calcul?
Oui, car M(cos @ +isinf) est un point du cercle trigonométrique et zz = OM? = 1> =1

III Inverse d'un nombre complexe

Donner la forme algébrique des nombres complexes suivants :

1 i i - 1 7+4i 7 4
A= T:i—zz_—lz C= ——=——=|—+—1i

1 7-4i 72+42 65 65
1 2-3i 2 3 1 2 - 1 3
2+3i 22432 |13 13 E 2 2

IV Quotient de deux nombres complexes

Donner la forme algébrique des nombres complexes suivants :

A 2+3i (2+3i))(+7) 10—-21+14i+15i 11+29_

= = = = —— —1].

5-7i 52 472 74 74 74
5+9i (5+9i)% 25-81+90i 56 90 . 28 45,

B= - = = =t —i=|——+—1i
5-9i 52492 52 +92 106 106 53 53
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Dans le plan complexe muni d’un repére orthonormé direct (O; U ; V), on associe, a tout point M d’affixe z; le
z— 3
point M’ d’affixe z’ = ——

On désigne par A le pomt d’afﬁxe 3 et par B celui d’affixe 2i.



1. Onpose z=x+iyetz =x'+iy, avec x, y, x’ et y' réels.

2
Remarque : z' est défini pour z # ~1 donc z # 2i; il faut donc que M # B.

z—3 B x+iy-3 _x—3+iy_[(x—3)+iy][(2—y)—ix]

Onaz = = = =
iz+2 i(x+iy)+2 2-y+ix X2+ (2-y)?
_(x-3)C-y+xy+il-x(x-3)+y2-y)] 2x+3y-6+i(-x*+3x-y*+2y)
- X2+ (2-y)2 B X2+ (2-y)? '
2x+3y-6 —x*+3x—y*+2
On en déduit que : x’:% et|y = SR
X2+ (2-y)? X2+ (2-y)?

2. M’ appartientl'axe (O; ) équivaut a y' =0 avec M # B.
/ 2 2 2 2 3)° 9 2 3)? 2_ 13
Ory=0e-x"+3x-y"+2y=0 x"-3x+y -2y & x—i —Z+(y—1) -1=0% x—E +(y-1) :I.

: L e o o 13 o
En appelant Q le point de coordonnées > 1], I'équation ci-dessus s’écrit QM = " qui est 'équation du cercle

13
de centre Q et de rayon 5

Les coordonnées de A et de B vérifient cette équation et Q est clairement le milieu de [AB].
I" est donc le cercle de diametre [AB], privé de B.

z—3 5(Z+i)_ 5

3. Pour z # 2i, 2

iz+
On remarque que la solution précédente est zx.

5
:1©z—3:iz+2©z(1—i)=5©z:?:
—i

1 est un réel donc I'affxe d’'un point de 'axe (O ; u); d’aprés la question précédente, zx est I'affixe d’'un point de T
donc K appartient au cercle I'.



