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I Métropole-Réunion juin 2016

Soit f la fonction définie par f(x) = x —In (x* +1).

Partie A

1.
2.

3.

4.

f=x < In(x*+1)=0 < x*+1=1 < x=0:1'équation a pour solution le nombre 0.
f est dérivable somme somme et composée de fonctions dérivables.
ulx)=x {U(x):x3+1

et

v
=u—-In(v)donc f' = u' — — avec
f f v { v'(x) =2x

u'(x)=1

2x x2-2x+1 | (x=1)?
x+1 x2+1 | x2+1
f est donc bien croissante sur R et f'(1) = 0.

lim (x2 +1) = +oo donc zli»lflooln (x2 +1)= lim InX =+oodonc xgglmf(x) =[-o0]

X——00 X—-o0

Soit x unréelde [0 ; 1] ; f estcroissante sont f(0) < f(x) < f(1);
Or f(0)=0et f(1)=1-In(2) <1doncO0< f(x)<1;

Pour tout x appartenanta [0 ; 1], f(x) appartienta [0 ; 1].

On en déduit que f'(x) =1 - <0|avec f'(x) =0 pour x = 1.

(a) Cetalgorithme donne le plus petit entier pour lequel N —In(N* +1) = A.

(b) Ala calculatrice, on trouve

Partie B

La suite (u,,) est définie par ug =1 et uy41 = Uy —In (U5 +1) = f (uy).

1.

Montrons par récurrence que u, appartienta [0 ; 1] pour tout 7.

e Initialisation: ug =1 € [0.1]

o Hérédité : on suppose que u, € [0 ; 1] pour un entier n quelconque.
D’apres A.4), on en déduit que u,+; € [0; 1] ; la propriété est héréditaire.

D’apres 'axiome de récurrence, la propriété est vraie pour tout 7.

Pour tout 7, tp41 — Uy = —In(uf +1) < Ocar uf,; +1=1.

La suite est donc décroissante.

D’apreés 1., la suite est minorée et on vient de voir qu’elle est décroissante, donc elle est convergente vers
unréel £ = 0.

On admet que f(¢) =¢.
On en déduit que ¢ =0 d’apres A 1.



II Polynésie juin 2015
Partie A — Conjectures a 'aide d'un algorithme

1.

Variables : n, k entiers
S, vréels
Initialisation: Saisir la valeur de n
v prend la valeur In(2)
S prend la valeur v
Traitement : Pour k variant de 2 a n faire
v prend la valeur In (2 — ")
S prend la valeur S+ v
Fin Pour
Sortie: Afficher S

2. D’apres les valeurs affichées il semble que la suite (S,) soit croissante.

Partie B - Etude d’une suite auxiliaire

1. Onau, =e” =@ =2,

. —_ -U —_
Pour tout entier naturel 71, 1y, = e’ = e(=¢"") = (2—e")=

1 1
2— =2——=Upn
evn Up
2. D’apres le résultat précédent :
1 3
U, = —_——_—= —;
2 22
9 2 4
Uz =2-—-=-;
° 3
3 5
Uy=2—--—=-.
! 44

3. Démonstration par récurrence :
Initialisation :1a relation est vraie pour n =4;

+1
Hérédiré : Supposons qu'il existe un naturel p > 4 tel que u), = pT
1 2p+2-— +2
Onaupy =2—-—=2- P__z2P P_P :larelation est donc vraie au rang p + 1.
Up p+1 p+1 p+1

n+1

On a donc démontré par récurrence que pour tout entier naturel » non nul, u;, =

Partie C - Etude de (S,,)

1. Pour tout entier naturel » non nul, u,, =e"" = v, =lnu,,.
De la question précédente on peut écrire :

+1
Uy zlnn— =In(n+1)-1nn.
n
2. S3=v1+v+v3=In2-In1+In3-In2+In4-In3=1n4—-1Inl =1In4.

3. S=vi+wm+---+v,=In2-In1+In3-In2+In4-In3+---+Inn-In(n+ 1) +In(n+1)—Inn =In(n +1).

Ona lirP Sn = +oo. La suite (S,) est divergente.
n—+00



