Fluctuation et estimation
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I Notion d’intervalles de fluctuations et d’intervalles de confiance (rappels de seconde)
I.1 Intervalles de fluctuation vus en seconde

Imaginons que chaque éleve d'une classe lance trente fois une piéce de monnaie, qu’il regarde les résultats
Pile ou Fac et calcule la fréquence d’apparition du résultats « Pile ».
Les résultats risquent d’étre différents d’'un éléve a 'autre
C’est ce qu’'on appelle fluctuation d’échantillonnage. Pour dix échantillons, on pourrait par exemple obtenir :

Echantillon 1 21314 5 6 7 8 9 10
Fréquence 0.47 0.63 0.47 0.53 0.60 0.57 0.37 0.53

Diagramme avec 10 échantillons :
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Diagramme avec 100 échantillons :
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Les résultats sont différents mais « proches » pour la plupart de 0,5 qui la proportion théorique de résultats
«Pile».

‘ rd e .0

Deﬁnltlon

Lintervalle de fluctuation au seuil de 95 % d’une fréquence d'un échantillon de taille n est I'intervalle I
centré sur p tel que la fréquence observée f se trouve dans I avec une probabilité égale a 95 %.

Propriété
On suppose que 0,2 < p < 0,8 et que n > 25.

1 1
Lintervalle de fluctuation au seuil de 95 % vu en Seconde est I'intervalle ([p— —; p+ —
vn vn
La probabilité que la fréquence observée f soit dans cet intervalle est de 95 %.
On va voir plus loin un intervalle plus précis que celui vu en Seconde.

2
Remarque : I'étendue de cet intervalle est \/—_, qui diminue quand n augmente. Plus la taille de I’échan-
n

tillon augmente, plus les fréquences observées se rapprochent de p.

1.2 Prisede décision

Dans les conditions de la défintion et de la propriété :

On émet une hypothése sur la proportion p du caractere étudié de la population.

On détermine l'intervalle de fluctuation au seuil de 95 % de la proportion p dans des échantillons de taille
n..

Sila fréquence observée f n’appartient pas a cet intervalle, on rejette ’hypothese faite sur p avec un risque
d’erreur de 5 %.

Si fy appartient a cet intervalle, on ne rejette pas 'hypotheése faite sur p.
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I.3 Intervalles de confiance

On suppose désormais que 1'on ne connait pas la proportion réelle p du caractere et 'on cherche a 'esti-
mer.

= <l
Proprlete
On suppose que p € (0,2 ; 0,8] (mais on ne connait pas sa valeur) et que n > 25.

Parmi tous les échantillons de taille n possibles ayant comme fréquence observée f, 95 % des intervalles

L

1 1
associés | f ——; f + — | contiennent p.
f 7 f NG p
r 2 . . ]
Deﬁnltlon
e 1 1 . .
Lintervalle | f — —; f+ —=| estdit intervalle de confiance de p au niveau 0,95.
vn vn

(méme définition en Seconde qu’en Terminale)

J

Exemple: Le parti d'un candidat commande un sondage réalisé a partir de 1 600 personnes a 'issue duquel il
est donné gagnant avec 52 % des voix.
A-t-il des raisons d’étre confiant?

Réponse:
Soit p la proportion de gens votant pour lui; il est élusi p =0, 5.

D’pres l'intervalle de confiance, p € | f —

1
v1600

pas str d’étre élu.

1
v1600

=[0,495; 0,545] au seuil de 95%, donc il n’est

II Différence entre intervalles de fluctuation et de confiance sur un exemple de boules

dans une urne.

On consideére deux urnes U et U, contenant chacun un grand nombre de boules, rouges ou bleues.

Intervalles de fluctuation

Intervalles de confiance

Dans l'urne U;, on connait la proportion p de
boules rouges.

On procede a des tirages, avec remise, de n boules
et on observe la fréquence d’apparition d’'une boule
rouge.

Cette fréquence change a chaque série des n tirages.
Celle-ci appartient a un «intervalle de fluctuation »
de centre p, dont 'amplitude diminue avec n.

On est ici dans le domaine de I'échantillonnage et
de l'intervalle de fluctuation.

Dans l'urne U, on ignore la proportion de boules
rouges.

On effectue des tirages avec remise de n boules;
on essaye alors d’estimer la proportion p de boules
rouges dans 'urne, proportion dont on n’a aucune
idée a priori.

Cette estimation se fait au moyen d'un « intervalle
de confiance ». Cet intervalle dépend d'un coeffi-
cient, le « niveau de confiance » que 'on attribue a
’estimation.

On estici dansle domaine de ’'estimation et de I'in-
tervalle de confiance

On se place désormais au niveau Terminale S (avec rappel pour la loi binomiale vue en Premiere)
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III Echantillonnage, intervalle de fluctuation asymptotique

III.1 Intervalle de fluctuation pour une loi binomiale (vu en Premiére)

Déﬁnition

X
Soit X une variable aléatoire qui suit la loi binomiale Z(n ; p). On note F = — la variable aléatoire qui
n

correspond a la fréquence f de succes.
Soit ¢ €]0; 1].

ol a et b sont

a b
des entiers entre Oet n, tels que signifie que P(a< X < b) =1 — qa, c'est-a-dire P (— <F< —) =1-a.
n

= J =

Un intervalle de fluctuation au seuil 1 — a est le plus petit intervalle de la forme

- . l1-a
On choisit donc a comme le plus grand entier tel que P(X < a) <

et b comme le plus petit entier

1-—
tel que P(X > b) < Ta.

Remarque : on prend en général 1 —a =95% = 0,95 donc a =0, 25.
a est donc le plus grand entier tel que tel que P(X < a) < 0,025 et b le plus petit entier tel que P(X > b) < 0,025.
On détermine alors les valeurs de a et b par les valeurs de P(X < k) (obtenues avec la fonction BinomialFRép
sur une TI).

Exemple1:

Dans une production de fruits, il y a 30 %de fruits abimés. On préleve un échantillon aléatoire de 80 fruits
(la population est suffisamment grande pour qu’on assimile ce tirage a un tirage avec remise).

Cherchons la valeur de k tel que la probabilité que I'’échantillon compte au moins k fruits abimés dépasse
0,025.
On note X la variable aléatoire qui compte le nombre de fruits abimés. X — %4(80; 0, 3).

On cherche le plus petit entier k tel que P(X < k) <0,025.
On trouve k = 16.

Exemple 2 :
Dans une urne contenant 3 boules rouges et 7 boules blanches, on effectue 100 tirages d'une boule au hasard,
avec remise.
On cherche l'intervalle de fluctuation au seuil de 95 % de la fréquence de boules rouges.
On note X la variable aléatoire donnant le nombre de boules rouges obtenues lors des 100 tirages.

X
X suit la loi binomiale #4(100; 0,3). La fréquence est F = 100"

A la calculatrice (ou avec un tableur), on obtient a = 21 et b = 39.
Lintervalle de fluctuation est donc‘ I1=10,21; 0,39] ‘
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III.2 IIntervalle de fluctuation asymptotique

Dans ce paragraphe, on suppose que la proportion p du caractere étudié est connue.

' pd . [
Deﬁnltlon
Pour tout a dans ]0; 1[, un intervalle de fluctuation asymptotique e la vavriable aléatoire F au seuil 1 —a

est un intervalle déterminé a partir de p et de n qui contient F avec une probabilité d’autant plus proche
de 1 — a que n est grand.

Remarques : Cette définition met en lumiere le fait qu’il n’existe pas un unique intervalle de fluctuation
asymptotique a un seuil donné.

Quand on parlera de l'intervalle de fluctuation asymptotique a un seuil donné, i s’agira de celui étudié en
Terminale.

r (3P4 V4

Proprlete

Pour tout nombre réel a de |0 ; 1], il existe un unique réel positif u, tel que la probabilité que la variable

v p1-p) vV p1-p)

——F— s PtUg—F——
vn vn

se rapproche de plus en plus de 1 — @ quand la taille de I'’échantillon 7 vient grande, ce que 'on note :

aléatoire fréquence F,, prenne ses valeurs dans l'intervalle I, = | p— uq,

lim P(F,el,)=1-a

n—+oo

ol X;, est une variable aléatoire qui suit la loi binomiale #(n ; p) et F,, = =iy
n

Démonstration :

Vnpd-p)

D’apres le théoreme de De Moivre-Laplace, pour tous nombres a et bavec a< b,ona:

On pose Z;, =

nEerP(asZnsb) f\/z_n
7]
n__
Or 7. = n p _ F,-p
" Vax\/pa-p  Jpl-p
Vvn
Fn_p
asZ,<sbcoas————<b
" Vra-p)
vn
N \/ 1- \/ 1- 1-
@axﬂan_p ( p ( p Fnsp+bM.Parconséquent:
NG vn
/ 1_ —
limPp+aMan<p ( ]9) f—e__(E)
n—+o00 \/ﬁ
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Uy 1
De plus, pour tout réel a €]0; 1], il existe un unique réel u, tel que f —e
ug V21

En prenant a = —u, et b = u, dans I’égalité (E), la propriété s’ensuit.

Exemple: On a une urne contenant des boules bleues et rouges; la proportion de boules rouges est p = 0, 4.
On tire 50 boules; on souhaite déterminer I'intervalle de fluctuation au seuil ¢ =0, 1.

N a
A la calculatrice, on trouve ug; = 1,645 (on cherche ftelque F(Z<f) =1— 5 =0,95) ou F est la fonction de

répartition de la loi normale centrée réduite.

\/0,4X0,6 \/0,4X0,6
Lintervalle de fluctuation est donc Isp = |0,4 — up,, ———; 0,4+ up) ————| = 10,286 ; 0,514].
v50 V50

Ainsi, en effectuant 50 tirages dans cette urne, la fréquence d’apparition d’'une boule rouge est comprise entre
0,286 et 0,514 avec une probabilité de 0,9.

Remarque : Pour 500 tirages, toujours avec une probabilité de 0,9, on obtient comme intervalle de fluctuation
Is00 = [0,364 ; 0,436]; 'amplitude de l'intervalle a été divisée par plus de trois.

Cas particulier : On sait que, pour @ = 0,05, on a .

On en déduit :

Déﬁnition

Lintervale de fluctuation au seuil de 0,95 de la variable aléatoire fréquence F est défini par :

v pd-— v pd-—
[p—1,96>< M; p+1,96 x M
Vn Vn
e sus . . . 1 1
Propriété : cet intervalle est inclus dans I'intervalle vu en seconde : |p— —; p+ —
vn Vn

Démonstration : Soit f: p— p(1—p)).
1 1
) =p=p* [P =1-2p; f(Pp=0ep=2;f(p)>0ep<=.

1 1 1
On en déduit que f est croissante sur |0 ; 3 puis décroissante sur 3 ; 1| et ce maximum est T

1 1 1
On peut donc majorer 1,96 par 2 et y/ p(1 — p) par \/; =3 donc 1,96+/p(1 — p) est majoré par 2 x 3= 1.

vpl-— vpld-— 1 1
Lintervalle p—1,96xM; p+1,96><M estdoncinclusdans |p——; p=—|.
vn vn n n

Lintervalle de fluctuation vu en Terminale est plus précis que celui vu en Seconde.

III.3 Prendre une décision a partir d’'une intervalle de décision

Remarque : pour tester un hypothese a 'aide d'un intervalle de fluctuation asymptotique, on doit vérifier
que les conditions d’utilisation suivantes sont vérifiées :
nz30;np=5etn(l-p) =>5.
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Si ces conditions sont vérifiées, on calcule 'intervalle de fluctuation asymptotique I, au seuil 1 — a (en
général, 0,95).

Sila fréquence observée n'appartient pas a l'intervalle I, on rejette I'hypothese au seuil d’erreur a.
Sila fréquence observée appartient a I'intervalle I,,, on ne rejette pas I’hypotheése.

Exemple

Dans un casino, il a été décidé que les « machines a sous » doivent étre réglées sur une fréquence de gain
du jouer de p =0, 06.

Une fréquence inférieure est supposée faire fuir le client et une fréquence supérieure ruiner le casino.

Trois controleurs différents vérifient une méme machine.

Le premier a joué 50 fois et gagné 2 fois, le deuxieme a joué 120 fois et gagné 14 fois et le troisieme a joué
400 lis et ganté 30 fois.

En utilisant a chaque fois I'intervalle de fluctuation asymptotique au seuil 95 %, quelle décision a pu rendre
le controleur?

Solutions :

e Premier controleur : n =50 = 30 mais np =50 x 0,06 = 3 < 5 donc les conditions ne sont pas réunies.

e Deuxiéme contréleur: n=120>30; np=7,2>5; n(l1—-p)=112,8 > 5:les conditions sont réunies.

V0,06 x 0,94 V0,06 x 0,94
I120=10,06-1,96 x ———; 0,06+ 1,96 x —] ~[0,0175; 0,1025].
v120 v120

1
La fréquence observée est f, = 120 =~ 0,1167 ¢ I;20. Le controleur est conduit a rejeter 'hypotheése que
p =0,06 (il a trop souvent gagné).

o Troisiéme controleur: n =400 > 30; np =24 >5; n(1 — p) =376 > 5 : les conditions sont réunies.

v0,06 x 0,94 v0,06 x 0,94
Iy90=10,06—-1,96 x ————  ; 0,06+ 1,9§ x ——— [ = [0,0367; 0,083 3].
v 400 v 400

) ) 30 . s : , X
La fréquence observée est f3 = 200~ 0,075 € I490.. Le controleur est conduit a ne pas rejeter I’hypothese
que p =0,06

IV Intervalle de confiance

Dans ce paragraphe, la proportion p du caractere étudié dans la population est inconnue; on essaye de
I'estimer a partit d'un échantillon pris dans la population.

‘ pd . L]
Deﬁnltlon
Pour tout a €]0 ; 1[, un intervalle de confiance pour une proportion p au niveau de confiance 1 — a est

la réalisation, a partir d'un échantillon, d'un intervalle aléatoire contenant la proportion p avec une
probabilité supérieure ou égale a 1 — a.

Il'y a plusieurs intervalles de confiance possibles.

En Terminale, on considere celui-la:
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Propriété

1 1
Lintervalle de confiance au niveau de confiance de 95 % est 'intervale I = | f — \/—_ ; f+—=|ou fetsla
n n

fréquence observée du caractere sur un échantillon de taille n.

Exemple 1:

Lors d'un scrutin électoral, on souhaite connaitre la proportion p de francais votant pour le candidat « A ».
Linstitut SOFOS mene une enquéte aupres de 1000 personnes tirées au hasard et avec remise (c’est-a-dire
gqu'une méme personne peut éventuellement étre choisie plusieurs fois). Le résultat indique qu'une propor-
tion f =49 % d’entre elles voteront pour le candidat « A».

1. Quelle est la loi suivie par le nombre de personnes votant pour « A» dans une enquéte avec remise
effectuée aupres de 1 000 personnes?

2. Etant donné le résultat de I’enquéte SOFOS. donner un intervalle de confiance a 95 % pour I'estimation
de p.

3. Peut-on affirmer d’aprés 'enquéte que le candidat « A» n’aura pas la majorité des votes, c’est- a-dire que
p<0,5?

Solution

1. A chaque étape de 'enquéte, il y a une probabilité p de tirer une personne votant pour « A», car on pro-
céde a des tirages avec remise. De plus, les 1 000 tirages sont effectués de facon indépendante. Lenquéte
est donc un schéma de Bernoulli dont chaque succes correspond a tirer une personne votant pour « A»,
Le nombre de personnes votant pour « A » dans ’enquéte suit donc une loi binomiale Z( ;) ou p est
inconnu.

2. Notons F la proportion de personnes votant pour « A» parmi 1 000.
D’apreés le cours, si n =30, np >5,n(1 — p) > 5, un intervalle de confiance au niveau 95

F—

% pour p est

1 1
; F+
v1000 v/1000
Ici, n=1000>30,np=5< p=0,005etn(l-—p)=5< p<0,995.

On ne connait pas p, mais au vu de 'enquéte, f = 0,49, donc on peut raisonnablement penser que p les
conditions sont vérifiées.

1 1
Lintervalle de confiance est [0,49 - —; 0,49+ ——| =10,458; 0,522].

V1000~ V1000
3. Lintervalle de confiance précédent montre qu'il est tout a fait possible que p = 0, 5.
Donc il n’est pas raisonnable d’affirmer suite a 'enquéte que le candidat « A » n’'obtiendra pas majorité
des votes.

Exemple 2 :
Dans une urne contenant des boules rouges et bleues en proportions inconnues, on effectue des tirages au
hasard avec remise.

1. Apreés avoir effectué 100 tirages, on compte 52 boules rouges et 48 boules bleues.
Donner un intervalle de confiance a 95 % de la proportion p de boules rouges dans I'urne.

2. Combien faudrait-il, au minimum, effectuer de tirages pour obtenir un intervalle de confiance a 95 %
de longueur inférieure ou égale a 2 x 1072 (c’est-a-dire une précision d’au moins 0,02) 2
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Solutions

1 1
1. Avecn=100et f =0,52,0ona f——=0,42et f + 7 = 0,62. Un intervalle de confiance a 95 % de la
n n

proportion p de boules rouges dans l'urne est : [0.42; 0,62].

1
2. On cherche le plus petit entier naturel 7 tel que — < 10™2. On trouve n = 10*.
n

En prélevant au moins 10 000 boules, on obtient un intervalle de confiance a 95 % a la précision 0,02.

Exemple 3 :

Une usine fabrique des pieces métalliques, qui sont censée résister a certaines contraintes mécaniques. Le
responsable de fabrication souhaite estimer le taux de pieces défectueuses concernant la résistance méca-
nique dans la population.

Pour cela, il utilise la méthode par intervalle de confiance au niveau 95 %, en extrayant au hasard n pieces
en fin de production qui sont soumises a contrainte mécanique jusqu’a la rupture. En fonction du niveau de
contrainte a la rupture, on décide de la nature défectueuse ou pas de la piece.

1. Chaque piece testée étant détruite, le responsable souhaite minorer la taille de I’échantillon testé, tout
en ayant un intervalle de confiance de de longueur inférieure a 0,1.
Quelle taille d’échantillon lui conseiller?

2. 1l est décide de mener I'étude sur 100 pieces; on trouve 40 pieces défectueuses. Quel intervalle de
confiance au niveau de confiance 95 % obtient-on?

3. L'année précédente, a I'issue d'un probleme grave de rupture d'une piéce, une large étude avait débou-
ché sur 130 pieces défectueuses sur un échantillon de 1 000.

Peut-on supposer que la mise en place de nouvelles procédures de fabrication a vraiment diminué a
proportion de pieces défectueuses?

Solution

2
1. Lalongueur d'un intervalle de confiance est —.

vn

2
On doit avoir 7 <0,1d’ol1| n = 400] 1l faut donc tirer au moins 400 pieces.
n

40
2. Lafréquebceest f = ——=0,08.
500

1 1
Lintervalle de confiance est est alors I : [0, 08— ——; 0,08+ ] ~|[0,0353; 0,1247] |
V/500 V5% ™! ‘
130
3. Lafréquence observée est f’ =——=0,13.
1000

1 1
— 0,13+
v1000 v1000

Les deux intervalles de confiance obtenus ne sont pas disjoints; il est possible que la proportion de
pieces défectueuses n’ait pas changé.

Lintervalle de confiance au seuil 95 % est alors I’ = [O, 13- ~ [0,0984; 0,161 6].

V Exercices (livre Math’x)

Pour décider la construction d'un grand stade, une municipalité veut sonder la population pour estimer
si plus de 50 % des électeurs y sont favorables.
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1. La municipalité réalise un sondage aléatoire de taille 100 et obtient 54 avis favorables.

a) Quelle est la fréquence f d’avis favorables sur ce sondage?

b) La municipalité peut-elle décider la construction du stade en prétextant que plus de 50 % de la popula-
tion est favorable?

2. On suppose que la municipalité réalise un sondage de taille n et que la fréquence f des votes favorables
reste égale a 0,54.
Si p est la proportion (inconnue) d’avis favorables dans la population, donner I'’expression d'un intervalle
de confiance de p au niveau de 95 %.

3. La municipalité ne construira le stade que si la proportion p d’avis favorables dépase 50 %.

1
a) Montrer que pour avoir p > 0,5, au seuil de confiance de 95 %, il suffit d’avoir: 0,54 - — > 0,5.
n

b) Déterminer le plus petit entier ny a partir duquel I'inéquation est vérifiée.

c) Sile sondage, avec la méme fréquence observée portait sur 650 personnes, pensez-vous que le stade
serait construit?

Solutions
1. a) f=0,54

1 1
b) Auniveau de confiance de 95 %, 'intervalle de confiance est {0,54 — ——; 0,54+ ——| = [0,44 ; 0, 64].

V100~ V100

On ne peut pas affirmer, au niveau de confiance de 95 %, p > 0,5. La réponse est non.
1

1
—; p+—|.
NN

1
3. a) Pour avoir p > 0,5, il suffit, au niveau de confiance de 95 %, d’avoir 0,54 - — >0, 5.

Vvn

2. I,=10,54—

b) Cela équivaut a n > 625 donc ny = 626.

c) Pour n =650, on aurait p > 0,5 avec un niveau de confiance de 95 %. Le stade serait construit.
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