TS - probabilités conditionnelles- exercices de bac
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Avant le début des travaux de construction d’'une autoroute,
une équipe d’archéologie préventive procede a des sondages
successifs en des points régulierement espacés sur le terrain.

Lorsque le n-iéme sondage donne lieu a la découverte de
vestiges, il est dit positif.

Lévenement : «le n-ieme sondage est positif» est noté V;;, on
note p, la probabilité de |'évenement V.

Lexpérience acquise au cours de ce type d’investigation per-
met de prévoir que :
¢ siunsondage est positif, le suivant a une probabilité égale
a 0,6 d’étre aussi positif;
» si un sondage est négatif, le suivant a une probabilité
égale a 0,9 d’étre aussi négatif.
On suppose que le premier sondage est positif, c’est-a-dire :
p1=1L

1. Calculer les probabilités des évenements suivants :
(a) A:«les2¢et3¢sondages sont positifs » ;
(b) B:«les 2¢et 3¢ sondages sont négatifs ».
2. Calculer la probabilité ps pour que le 3¢ sondage soit posi-
tif.
3. ndésigne un entier naturel supérieur ou égal a 2.

Recopier et compléter I'arbre ci-dessous en fonction des
données de 'énoncé :

Vi1
Pn
Vi1
Vn+1
1-pn
Vit

4. Pour tout entier naturel n non nul, établir que : p,41 =
0,5p, +0,1.

5. On note u la suite définie, pour tout entier naturel n non
nul par: u, = p, —0,2.
(a) Démontrer que u est une suite géométrique, en pré-
ciser le premier terme et la raison.

(b) Exprimer p, en fonction de n.

(c) Calculer la limite, quand 7 tend vers +oo, de la pro-
babilité p,,.
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Lavégétation d'un pays imaginaire est composée initialement de
trois types de plantes :
40 % sont de type A, 41 % de type B et 19 % de type C.
On admet qu’au début de chaque année :
¢ chaque plante de type A disparait et elle est remplacée par
une et une seule nouvelle plante de type A, B ou C.
« chaque plante de type B disparait et elle est remplacée par
une et une seule nouvelle plante de type A, B ou C.

* chaque plante de type C disparait et elle est remplacée
par une et une seule nouvelle plante de type C.

La probabilité qu'une plante de type A soit remplacée par une
plante de méme type est 0,6 et celle qu’elle le soit par une plante
de type B est0,3.
La probabilité qu'une plante de type B soit remplacée par une
plante de méme type est 0,6 et celle qu’elle le soit par une plante
de type Aest0,3.
Au début de chaque année, on choisit au hasard une plante dans
la végétation et on reléve son type.
Pour tout entier naturel » non nul, on note :

e A, I'évenement «la plante choisie la n-iéme année est de

type A »,

* B, I'événement «la plante choisie la n-ieéme année est de

type B »,
¢ C, l'événement «la plante choisie la n-iéme année est de
type C».
On désigne par p,, g, et r, les probabilités respectives des évé-
nements A,, B, et C,,.
Compte tenu de la composition initiale de la végétation (début
deI'année n°0) on pose : pg = 0,40, go = 0,41 et ry =0,19.

1. Recopier sur la copie et compléter I'arbre pondéré ci-
contre, en remplaAant chaque point d’interrogation par la
probabilité correspondante. Aucune justification n’est de-
mandée pour cette question.

2. (a) Montrer que p; = 0,363 puis calculer g; et ry.

(b) Montrer que, pour tout entier naturel 7 non nul,

{ Pn+1 0,6pn +0,3qn
gn+1 = 0,3pn+0,6q;,
3. On définit les suites (S,) et (D) sur Npar S, = g, + py et

Dy =gn—pn.
(a) Montrer que (S;,) est une suite géométrique dont on

précisera la raison. On admet que (D) est une suite
géométrique de raison 0, 3.

(b) Déterminer les limites des suites (S;,) et (Dy,).

(c) Endéduireles limites des suites (py), (¢x) et (). In-
terpréter le résultat.

début de

I'année n°1




Correction
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1. (a) A:D’aprés!’énoncé p(V2) =0,6 et py, (V3 =0,6, donc
p(VanV3) = p(Va) x py, (V3) = 0,6 x 0,6 = 0,36.
(b) B:Onap(V,)=0,6=> p(Vg) =1-0,6=0,4 etd’ apres
I’énoncé pVZ(Vg;) =0,9.
Donc p(VgﬂVg) = p(Vg) xp72(73) =0,4x0,9=0,36.
2. Onaps=p(V3)=p(V3n ) +p(V3 072)

Or p(VanVa) = p(Va) x pr;(V3) = 0,4 x (1-0,9) = 0,4 x
0,1=0,04.
Conclusion : p3 =0,36+0,04 =0, 4.

4. On a (ce que I'on peut voir sur I'arbre) :

Prni1=PWVas)) =p(Ves1 N V) +p (Vn+1 nvn) =pnx0,6+
(1-pn)x0,1=0,6p,—0,1p, +0,1=0,5p, +0,1.

5. (a) Pour tout entier naturel n non nul, u,+1 = pp+1 —
0,2=0,5p,+0,1-0,2=0,5p,—0,1=0,5(p, —0,1) =
0,5uy,.

Cette égalité montre que la suite u est une suite géo-
métrique de raison 0,5; son premier terme est u; =
p1—-0,2=1-0,2=0,8.
(b) On sait que pour tout entier naturel z» non nul u, =
1 0,8

n-1
wxr"l=08x[= = .
2 2n—1

on-1 :
0,8
=0,

on-1

De la définition de u, il résulte que p,, = 0,2 +

1
(c) On sait que 0 < - < 1 entraine que lim
2 n—+oo

donc nl—i»rPoop” =0,2.
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2. (a) Onaplzp(AomA1)+p(Bo NA;)=0,4%x0,6+0,41x
0,6 =0,24+0,123 =0,363.
De méme on calcule q; = p(Ag N B1)+pBy N By) =
0,4%x0,3+0,41%x0,6 =0,12+0,3246 = 0,366.
Etri=p@Ay n C)+pBo N C)+p(Cy n Cy)=0,4x
0,1+0,41x0,1+0,19%x1 =0,04+0,041+0,19 =0,271.
On vérifie que 0,363 + 0,366 + 0,271 = 1,000

A,—B
\Qg\
Pn
0,1 C
0,3 A
B,—/B
\Qg\
0,1 C
n
1
n C

En reprenant les deux premieres branches en rem-
plaAant A par A, (avec une probabilité p, d’y arri-
ver) et B par B, (avec une probabilité g, d’'y arriver),
on obtient

{ Pn+l 0,6p, +0,3qx
qdn+1 = 0,3p,+0,6g,

3. @ S = gn+ pn donc Spi1 = Gua1 + Pua1 =
0,3p, +0,6¢g, +0,6p, +0,3g, = 0,99, +0,9p, =
0,9 (qn + pn) =0,9S, ce qui montre que la suite (S;)
est une suite géométrique de raison 0,9 de premier
terme ¢o + po = 0,81.
De méme Dy, = g, — pn, donc D41 = Gpe1 — Pn+1 =
0,3pn +0,6¢, — (0,6p, +0,3G,) = 0,3, —0,3p, =
0,3(qn — pn) =0,3D;. Donc (Dy) est une suite géo-
métrique de raison 0,3 de premier terme ¢qo — po =
0,01.

(b) On sait que S, = (0,9)"-Sp =(0,9)" x 0,81.
Or lim 0,9" =0,donc lim S, =0.(car-1<0,9<
n—+oo n—+oo

1).
Méme limite pour la suite (D).
) Shn=gn+pn = 0,81-(0,9)"
(c) Ona: { Dp=dn—pn = 0,01-(0,3)"
On en déduit par différence et par somme :
1
pn = =(Sn—Dyp)
dn = > (Sn+Dp)

Onadonc lim p,=0et lim ¢g,=0.

n—+oo n—+oo
D’apres la loi des probabilités totales on en déduit
que

lim r,=1.
n—+oo

Cela signifie qu’a longue échéance il n'y aura plus
que des plantes du type C (ce qui semble normal
puisque seules celles-ci se remplacent, alors que
celles du type A et B se raréfient.)



