Exercices de bac sur la fonction In
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Le plan est rapporté a un repere orthogonal

i57).
Soit a un nombre réel strictement positif.
On note A, la droite d’équation y = ax et I" la courbe
représentative de la fonction exponentielle dans le repere

o

orthogonal (O; 7 ; 7)
Le but de cet exercice est de déterminer le nombre de
points d’intersection de I et A, suivant les valeurs de a.
Pour cela. on considére la fonction f, définie pour tout
nombre réel x par

falx) =€* —ax.

On admet pour tout réel a que la fonction f, est déri-
vable sur 'ensemble R des nombres réels.

1. Etude du cas particulier a =2
La fonction f> est donc définie pour tout x réel par
fo(x) =e* —2x.
(a) Etudier les variations de la fonction f> sur R
et dresser son tableau de variations sur R (on

ne demande pas de déterminer les limites aux
bornes de l'ensemble de définition.

(b) En déduire que I et A, n’ont pas de point d’in-
tersection.
2. Etude du cas général ou1 a est un réel strictement
positif
(a) Déterminer les limites de la fonction f; en +oo

eten —oo.

(b) Etudier les variations de la fonction f, sur R.
Montrer alors que le minimum sur R de la fonc-
tion f, esta—alna.

(c) Etudierle signe de a — aln a suivant les valeurs
du nombre réel strictement positif a.

(d) Déterminer selon les valeurs du réel a le
nombre de points communs al et A,.
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On considere la suite (1) définie par 1y = 1 et, pour
tout entier naturel n,

Un+1 =\ 2Up.

1. On considere 'algorithme suivant :

Variables : n est un entier naturel
u est un réel positif
Initialisation: Demander la valeur de n
Affecter a u la valeur 1
Traitement : Pour i variantde 1a n:
| Affecter a u la valeur vV2u
Fin de Pour
Sortie : Afficher u

(@)

(b)
(©

(b)
(©

Donner une valeur approchée a 10~ pres du
résultat qu’affiche cet algorithme lorsque 1'on
choisit n = 3.

Que permet de calculer cet algorithme ?

Le tableau ci-dessous donne des valeurs appro-
chées obtenues a I'aide de cet algorithme pour
certaines valeurs de n.

[n | 1 | 5 [ 10 [ 15 T 20 ]
| Valeuraffichée | 14142 | 19571 | 1,9986 | 1,9999 [ 19999 |

Quelles conjectures peut-on émettre concer-
nant la suite (u;) ?

Démontrer que, pour tout entier naturel n, 0 <
Uy < 2.
Déterminer le sens de variation de la suite (u,).

Démontrer que la suite (u,) est convergente.
On ne demande pas la valeur de sa limite.

3. On considere la suite (v;) définie, pour tout entier
naturel n, par v, =lnu, —In2.

(@)

(b)

(©
(d)

Démontrer que la suite (v,) est la suite géo-

meétrique de raison 2 et de premier terme vy =
—In2.

Déterminer, pour tout entier naturel n, I'ex-
pression de v, en fonction de #n, puis de u, en
fonction de n.

Déterminer la limite de la suite (u,).

Recopier l'algorithme ci-dessous et le complé-
ter par les instructions du traitement et de la
sortie, de facon a afficher en sortie la plus pe-
tite valeur de n telle que u;, > 1,999.

Variables : n est un entier naturel
u est un réel

Initialisation :  Affecter a »n la valeur 0
Affecter a u la valeur 1

Traitement :

Sortie :
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1. fs estune somme de fonctions dérivables sur R donc dérivable sur Retona:
VXER, fl(x)=e*" -2
fi0)>0 <= e"%-2>0 <<= e"*>2 < x-a>In2 < x>a+In2

f,(x) sannule et change de signe pour x = a +In2 en étant négatif puis positif donc f,; admet un minimum en
a+In2égala f,(a+1In2) = e®N2-a_95a41n2)+e%=2-2a-2In2+e%

X —00 a+1n2 +00
fi(x) - ) +
fa \ /
fala+1n2)

2. Ena+In2,ona f;(a+In2)=2-2a—-1In2+e“.
Afin de minimiser ce minimum, on étudie les variations de la fonction ¢ dérivable sur R et définie par ¢(a) =
2-2a-1In2+e*
¢ a)=-2+e;-2+e">0 < e*>2 < a>In2

¢'(a) s'annule et passe de négatif a positif en a = In2.

X —00 In2 +00
@' (%) - +
4—4In2

Prendre a = In2, minimise donc le minimum de f, qui est égal a
@(n2)=2-2In2-2In2+e"?=4-4In2.
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On considere la suite (u,) définie par uy = 1 et, pour tout entier naturel 7,

Up+1 =V 2Up.

1. On considére 'algorithme suivant :

Variables : n est un entier naturel
u est un réel positif
Initialisation : Demander la valeur de n
Affecter a u la valeur 1

Traitement : Pour i variantde l a n:
| Affecter a u la valeur v2u
Fin de Pour
Sortie : Afficher u

(@ Ona:ug=1, u; =+2u =2, Up =\ 2Uy = \/2\/§et

us = /2up = \/2\/2v2 = 1.8340 2 10™* pres.

(b) Cet algorithme permet le calcul du terme de rang 7.

(c) D’apres le tableau des valeurs approchées obtenues a 'aide de cet algorithme pour certaines valeurs de n,
on peut conjecturer que la suite (#,) est croissante et majorée par 2.



2.

(a)

(b)

(©

Démontrons par récurrence que, pour tout entier naturel , 0 < u, < 2.

e Initialisation

Onaug=1doncO0<uy<2

e Hérédité

Supposons qu’il existe un entier naturel » tel que 0 < u, < 2.
Ona:0<uys<20<2u,<s4o0< \/27ns4©0<un+1 < 2.

* Conclusion

O<up<?2

Si0<u,<2alors0< U, <2.

D’apres I'axiome de récurrence on a pour tout entier naturel n, 0 < u, < 2.

Déterminons le sens de variation de la suite ().
Un+

N

al.

Comme pour tout entier naturel n, 0 < u,, comparons

Up+1  V2Up [2uy, [ 2
Ona: = = > =1/
Uy Uy us Uy

2 2
Et comme on a démontré précédemment que u, < 2, alors — =1 et 1 [—=1.
Un Un

Un

Up+1

On en déduit que pour tout entier naturel 7, 0 < u,,, = 1; (uy) est une suite croissante.

n
On vient de prouver que d'une partla suite (u,) est strictement croissante et que d’autre part elle est majorée

par 2.
Ceci démontre que la suite (u,) est convergente.

3. On consideére la suite (v,) définie, pour tout entier naturel n, par v, =Inu, —In2.

(a)

(b)

(©

Pour tout entier naturel n, par v, =Inu, —In2 donc en particulier :
up=In(upy) —In2=In1-In2=-1n2
On a aussi pour tout entier naturel n,v,41 = Inu,+1 —In2, mais uy1 = /2uy,.

1 1 1
Alors: v,e1 =In2u,;, —1In2 = > (In(u;)+In2)—In2 = > (In(u,) —In2) = Ev"
1
On peut en conclure que la suite (v,,) est la suite géométrique de raison 3 et de premier terme vy = —In2.
n
On déduit de ce qui précéde que pour tout entier naturel i, v, = —In2 (5) .
un un v v .
vp=In(uy)-In2 o ln(7) =V, 5 = e’" o u, =2e"". u, en fonction de n.

1 1\"
Comme — € [0;1], lim (—) =0et lim (v,) =0
2 n—+ 2 n—+oo

On sait que lim (e*) = 1, alors par composition des limites : lim (e””) =1 et finalement: lim (u,)=2
x—0 n—+oo n—-+oo

(d) Lalgorithme ci-dessous permet d’ afficher en sortie la plus petite valeur de n telle que u,, > 1,999.

Variables : n est un entier naturel
u est un réel
Initialisation :  Affecter a »n la valeur 0
Affecter a u la valeur 1
Traitement : Tant que u < 1,999
Affecter a u la valeur vV2u
Affecter a nla valeur n+1
Sortie : Afficher n




