Fonctions numeériques : dérivation
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I Notion de tangente a une courbe

Soit f une fonction définie sur un intervalle I de courbe représentative ¢ et soit A un point fixe de 7.
Soit M un point variable de €. On trace la droite (AM) qui est sécante a 6. On fait tendre M vers A. Si, lorsque
M tend vers A, la sécante admet une position limite, on dit que cette limite est tangente a %’ 2




\]

II Nombre dérivé de f en a et fonction dérivée :

-

g
Déﬁnition

fx)—f(a)
x—a
fx)—f(a)

X—a

Notons a l'abscisse de A et x I’abscisse de M. Le coefficient directeur de la sécante (AM) est :

Dire que la sécante a une position limite qui est la droite tangente a ¥ren A signifie que lim
X—a

existe.
. . s . . fx)-f(a) .
Si ce nombre existe et s'il est fini, on pose : f'(a) = hrr; —— et ce nombre est le nombre dérivé de f en
x—~a XxX-—a
a.

On dit alors que f est dérivable en a.

Remarque .

. f(a+h) —f(a)
im— .

En posant x = a+ h, on obtient : f'(a) = |
h—0 h

Exemple : f(x) = x°.
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fla+h)-f(a) la+h*-a® a*+2ah+h*—a® 2ah+h*

3 A =2a+h.
(f(a+h)—f(a))
h

PourtoutaceR:

=2a.

Par conséquent : }lim
—0

f estdérivable en a et| ' (a) = 2a
Par définition, f'(a) est le coefficient directeur de la tangente 2 ¢ en a.

Propriété

| Léquation de la tangente est alors : y = f'(a) (x — a) + f(a).

Démonstration :
Rappel : la droite, de coefficient directeur a et passant par le point M de coordonnées (xp ; yo) a pour équation
¥y—Yo=al(x—xp).
En effet, I'équation est de la forme y = ax + b.
Comme M, appartient a cette droite, ses coordonnées vérifient cette équation, donc yy = axy + b.
y = ax+b

= axp+b )

Par soustraction, on obtient: y — yg = a (x — xp).

Par conséquent : {

Pour la tangente, on obtientdonc: y — y4 = f'(a) (x — x4) qui donne y = f'(a) (x — x4) + f(a).

g
Déﬁnition

| f est dérivable sur un intervalle ouvert I si f est dérivable en tout a de I.
-

(

Remarque

La dérivée f' de f est elle-méme une fonction. Si elle est dérivable, on appelle f” sa dérivée (dérivée se-
conde de f).

Cette dérivée seconde peut elle-méme étre dérivable et ainsi de suite. Les dérivées d’ordre n, avec n = 3, se
notent .

Ainsi: f = (f"); f® = (f") et plus généralement f"* = (f(”)),

Exemples:

1. Soit f(x) =3x*+5x* +2x +1.
Ona: f'(x) =12x> +10x+2; f"(x) = 36x> +10; fO(x) = 72x : fP(x) = 72; fO(x) = 0 et les dérivées
suivantes sont toutes égales a la fonction nulle.

2. Soit f(x) =sinx.
Alors : f'(x) = cosx; f"(x) = —sinx; f®(x) = —cosx; f¥(x) = sinx = f(x). On retombe sur la fonction
initiale.

3. Imaginons qu'il existe une fonction f définie et dérivable sur R telle que, f'(x) = f(x). f est-elle dérivable
al'ordre 3 si oui, que vaut f 32
Réponse : f' = f donc f est dérivable et f” = (f')' = f’ et de méme f© = f.
On pourrait alors montrer par récurrence, que la fonction f vérifie alors : pour tout n, f™ = f.
On étudiera cette fonction plus en détail dans un prochain chapitre.
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Exercices
* Montrer que la fonction x — |x| n’est pas dérivable en 0.
o Etudier la dérivabilité de la fonction x — x|x| en 0.
Solutions :

« Soit f la fonction x — |x].
VX £0, fx)—f(0) _ [x|—0 _m

x—0 x—0 X
. x|  —x x| x
Six<0,—=—=-letpourx>0, —=—=1.
X X 0 X X 0
X) — X) —
On en déduit que : lim M =lim(-1) = -1, alors que lim M =lim(1) =1.
x—0 x—=0 x—0 x—0 x—0 x—0

x<0 x<0 x>0 x>0
La limite a gauche et a droite n’est pas la méme, donc la limite en 0 n’existe pas; f n’est pas dérivable en 0

(mais 'est a gauche et a droite) ; on dit que la courbe admet une demi-tangente a gauche et une demi-tangente
a droite.

: : . 8 —-g0) . xlx

 Soit g : x — x|x|. Cette fois, on a : lim & §9 - lim 1
x—0 x—0 x—0 X

est dérivable en 0 et la courbe représentative de g a une tangente en 0.

= lir% (Ix]) = 0; la limite existe, donc la fonction g
x—»

Voici les deux représentations graphiques de f et de g.

A A

\]
\]

III Tableau des dérivées usuelles :

Fonction fdéfinie par : Fonction [’ définie par: | Domaine de décidabilité de validité
f)=keR f(x)=0 R
f(x) =x"(neN) f'(x)=nx"! R
]' / 1 *

= — [ [R
f® X [ x) xzn
f(x):ﬁzx_” (neN, n=2) f’(x):—W:—nx_”_l R*

1

= ! = — 0;
f)=vx [ NE: 105 +oo[
f(x) =cosx f'(x) = —sinx R
f(x) =sinx f'(x) =cosx R
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IV Dérivées et opérations:

Soient u, v deux fonctions dérivables sur un intervalle I et k un réel.

o (ku) =ku'

wu+v)=u+

(wv) =v'v+uv

1Y u

. (—) =——, u(x) #0
u

u

(Z]':w, v(x) £0

Exemples:

Théoréme (admis)

| Soit f une fonction définie sur un intervalle ouvert I et dérivable en a € I ; alors, f est continue en a

Attention, la réciproque est fausse ; une fonction peut étre continie en a, mais pas dérivable ; exemple, la fonction
x— |x| enO.

V Dérivée de la composée de quelques fonctions :

V.1 Dérivéede x— / u(x)

(& .z s
Proprlete
Soit u une fonction définie, positive et dérivable sur un intervalle I., de fonction dérivée u'.
La fonction f définie sur I par f: x — / u(x) est dérivable en tout nombre x tel que u(x) # 0 et

g U
I =3

Démonstration :

Démonstration :
Soit x € I tel que u(x) > 0. Soit ] un intervalle de I contenant I.
Soit hun réel non nul, telque x+ h e J.
Vulx+h) —u(x)

Soit A(h) = 7 et on étudie la limite quand # tend vers 0.
h) — h -
Alh) = [VuGx+h) - Vud] x [Vulx+ h) +Vu)] __ulx+h)-u® avee VIGTT) + /i 0.
[Vulx+h)+vu(x)] h[Vulx+h) +vVu)]
. (ulx+h)—u(x) ' . o .
Or, }ll_I% ( 3 ) =u'(x); }ll_I% u(x+ h) = u(x) par continuité de u donc }ll_I% [\/u(x +h) + \/u(x)] =2V/x.
s . U ()
On en déduit que }ll_rg A(h) = Wore) cqfd
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Exemple: f(x) = V' 3x% +5x + 7 définie sur R.
f(x) =+ u(x) avec u(x) = 3x°+5x+7 et u'(x) =6x+5.

6x+5
Alors:| f'(x) = .
2V3x2+5x+7

V.2 Dérivéede x — u'"(x), ne N*

< LA
Proprlete
Soit u une fonction définie et dérivable sur un intervalle I. Soit u’ sa fonction dérivée. et soit n un entier

relatif non nul.
La fonction u" est dérivable et (u")' = nu' x u"".

iy + h) — u
Démonstration Soit A(h) = u(x }1 s . On doit étudier la limite de A(h) quad h tend vers 0.

On a vu en premiére que la fonction f : x — x" est dérivable et que f'(x) = nx
(x+Rh)"—x"

n-1

Cela signifi lim ————— = nx" |,
ela signifie que hl_I% ;A nx
+ k)" —2z"
En changeant de lettre,on a: Ilcins % =nz"!
+ k)" —2z"
Posons €(k) = % -nz"1'.0Ona lir%e(lc) =0/
x—>

On obtient, apres transformation :

(ZHC# =nz" ' +e(k) donc (z+ k)" - z" = (nz" ' +e(k)) x k
On pose alors u(x) =zetu(x+ h) =z+k.

u'(x+h) —u"(x) =+ k)" -2"=(nz" +el) x k= (nu""H(x) + € (wx + h) — u(x))) x (w(x+h) — ux).
On en déduit :
u(x+h)—-u"(x)

(nu”_l(x) +e(u(x+h) —u(x)) x ux+h) — u)

h h
-
Ona: %lin}) ( ulx + }1 U0 ) = u/(x) car la fonction u est dérivable.

La fonction u est continue, donc }lin(l) u(x+ h) = u(x) donc }lin(l) [u(x+h)—u(x)]=0.

Alors: }lirr(l)e (ulx+h)—ulx) = Ilcinés(k) =0enposant k = u(x+ h) — u(x).

n—l(

Par conséquent : }lin(l) (nu”_1 xX)+e(ulx+h) — u(x))) =nu X).

Alors : | lim

( u(x+h)—u"(x)
h—0

h

) =nu"" () x u'(x) |

Exemples :

1. Soit f:x— (3% +5x—7)°; f = u° avec u(x) = (3x> +5x-7)’.
Onaalors f' = (1) = 7u/'u"™" = 7u'u6 avec 1/ (x) = 6x +5.

Par conséquent | f'(x) = 7(6x +5) (3x> +5x—7)° |

) 1
2. Soit f:x— —— = surR.
(x2+x+1)
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n=-5

— (42 -5 — .5
Onaf(x)=(x*+x+1) doncf=u avec{ W) = bl
! r,,n—1 /.,—6 5u/ /
ff=nuu""" =-5uu :—Eavecu(x):2x+1.
52x+1)

Par conséquent : f'(x) = — —%
(x2+x+1)

V.3 Dérivée dela fonction x — f(ax+ b)

- «2es

Proprlete

Soient f une fonction définie sur R et deux nombres a et b.

La fonction g : x— f(ax+ b) est dérivable sur R et a pour dérivée g'x — a x f'(ax+ b).

Démonstration
glx+h)—gx) flalx+h)+b)—flax+b) flax+b+ah)-f(x) _ ax flax+b+ah) - f(x)
h faxs b an - foo b faen ah |
Or: lim(f(ax+ tah) - f ) = lim Jlax+b+ k)~ flax+b) = f'(ax+b).
h—0 ah k—0 k

On en déduit : lim gx+m-gW) =
h—0 h

Exemple: Soit f: x— cos(2x+3); f'(x) = 2cos(2x +3) =| ~2sin(2x +3) |

ax f'(ax+Db) |

V.4 Dérivée desinu etcosu

Propriété admise : si u est dérivable, sin u est dérivable et cos u est dérivable.

e (sinu) =u' xsin"u=u'cosu

e (cosu) =u'xcos'u=-u'sinu
Exemple : soit f(x) = sin (x?).

f =sinuavec u(x) = x2.

f'=ucosuavec u'(x)2x donc| f'(x) = 2xcos (x*)

V.5 Dérivéede fog

P
Théoréme admis
Soit g une fonction définie et dérivable sur un intervalle I et a valeurs dans J et f une fonction définie et
dérivable sur J.
Alors fo g estdérivableet (fog) =g x (f og).
Pour tout x€ I, (fog) (x) = g'(x) x f'(g(x)).

VI Application de la dérivabilité :

VI.1 Utilisation du nombre dérivé pour le calcul de certaines limites :

fx) - f(a)
x_

P = f'(a).

On sait que si f est dérivable en a, alors lim
X—a
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sinx sinx-—sin0 . sinx . sinx-—sin0 .
Exemple: = donc lim — =lim ———— =sin'(0) = cos0 = 1.
X x—0 =0 X x—0 x—0

VI.2 Sens de variation d’une fonction :

P
Théoréme (admis

Soit f une fonction dérivable sur un intervalle I.

Si f' =0sur I, alors f est constante sur 1.

Si f est strictement positive sur I sauf éventuellement pour un certain nombre fini de valeurs o~ elle s’an-

nule, alors f est croissante sur I.

Si f” est strictement négative sur I sauf éventuellement pour un certain nombre fini de valeurs o™ elle s’an-

nule, alors f est décroissante sur I.
. J

Exemple :
Soit f la fonction définie par: f(x) = x> définie sur R.
f'(x) =3x*=0et f'(x) = 0 pour x = 0.
On en déduit que la fonction f est strictement croissante sur R.

Exemple :
1. Etudier le sens de variation de la fonction f définie sur R par: f(x) = 2cosx —2 + x°.
2
X
2. En déduire la comparaison des fonctions x — cosx et x — 1 — >

Solution:

1. festdérivablesurR et f’(x) = —2sinx+2x. Pour étudier le signe de f’(x), dérivons f'. f"(x) = —2cosx+2 =
2(1-cosx) = 0. ' est croissante sur R et comme f'(0) = 0, on en déduit le signe de f'.
On en déduit que f est décroissante sur ] —oo ;0] et croissante sur [0 ; +ocol.
2
x
2. Le minimum f(0) vaut 0, donc: VxeR, cosx=1— 7
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VII Rappels sur les fonctions cosinus et sinus :

VII.1 Radian

Déﬁnition

| On appelle cercle trigonométrique le cercle de centre O et de rayon 1 unité.

Soit ¥ un cercle trigonométrique, muni d'un repere orthonormal

(O; T ; 7)
Soit A le point tel que 7 = OA et 9 la droite tangente au cercle ¢
passant par Z.

Soit I le point de la droite Z tel que Al = 1 (I au-dessus de A).
On définit ainsi un repére sur 2.

On enroule la droite & autour du cercle %, 1a demi-droite supérieure
s'enroulant dans le sens inverse de rotation des aiguilles d’'une t M,
montre, qu'on appelle aussi sens direct ou sens trigonométrique.

Soit M un point quelconque de ¥ ; il vient se placer apres enroule-

!
menten M’ M_Z I
La longueur du segment [AM] sur ¥ est alors égale a longueur de e e
I'arc de cercle AM’ / /
Si AM = x, lalongueur de l'arc de c/e_rc\le AM’ mesure aussi x unités 0 — A
et’angle au centre correspondant AOM mesure x radians. !

= P

Deﬁnltlon

1 radian est donc la mesure de 'angle au centre d'un arc de
cercle de longueur 1 unité.

Remarque : quand on fait un tour de cercle complet de longueur 27
(périmetre du cercle), I’angle au centre correspondant mesure donc
27 radians.

Par conséquent, on a la correspondance : 360°= 2 radians.

Angleen”’ 0° 30deg 45° 60° 90°

/4 /4 /4 /4
Angle enradians | Orad r rad 1 rad 3 rad > rad

Remarques:

« ladroite ¥ étant illimitée, quand on I'’enroule autour du cercle, elle décrit une infinité de tours de cercle.

 Tous les points de ¥ espacés d’'une longueur égale a 27 se retrouvent au méme endroit sur le cercle trigono-
métrique; a un méme point du cercle trigonométrique correspond donc une infinité d’angles, deux mesures
consécutives différant de 27 radians.
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VII.2 Cosinus et sinus d’'un angle x

Soit M un point du cercle trigonométrique muni d'un repere orthonormal (O A | ) et soit x une mesure
en radians de I'angle AOM.

Déﬁnition

On appelle cosinus de x et sinus de x les coordonnées du point M dans le repere (O ; T ; 7)

On note : M (cos(x) ; sin(x))

Remarques:

; chaque point M du cercle correspondent plusieurs angles; en effet, quand on enroule la droite & autour du

cercle %, des points viennent se superposer, espacés d'une longueur sur la droite de 27 ; les angles different
donc de 2.

Si x est une mesure de I'angle en radians, x + 27 aussi et plus généralement x + 2k, k € Z.

On écrit souvent cos x et sin x a la place de cos(x) et sin(x).
On a donc cos(x + 2) = cos x et sin(x + 2) = sin x pour tout x réel.
On dit que les fonctions cos et sin sont périodiques, de période 2.

O cos(x)

e

sinus
cosinus Page 10/12



VII.3 Dérivée de cos(u) et de sin(u)

Ona: (cos(w))’ = —u'sin(w) et (sin(w)) = 1’ cos(u).

Exemples :

1. f(x) =cos(2x+3); f =cos(u) avec u(x) =2x+3.
f'=—u'sin(u) avec u'(x) = 2 donc f’(x) = —2sin(2x +3).

2. f(x)=sin(x*); f = sin(w) avec u(x) = x°.
f'=u/cos(u) avec u'(x) = 2x donc f’(x) = 2xcos (x*).

Page 11/12



VII.4 Cercle trigonométrique
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