Correction du DST

I Amérique du sud novembre 2014

LLOZZ

On considere la suite numérique (u,) définie sur N par : 1, 3
Upil = _Eu” +3u, - 5 pour toutn €N

Partie A : Conjecture

1, 3 1, 3 3 [5
1. u1:—§u0+3u0—§:—§2 +3X2—§:—2+6—5: 5

1, 3 1(5)° 5 3 25 15 3 |23
Up=——uj+t3ui——=—-=|[=| +3x-—-=-=—-—+——-—-=|—
2 2 212 2 2 8 2 2 |8

1 3
2. En programmant a la calculatrice la fonction f définie par f(x) = — Exz +3x - 2 on obtient:

23 383 383
Us = f(uz) = f(g) = 38 =~ 2,99219 et uy = f(ug) = f(FB) =~ 2,99997

3. On peut conjecturer que la suite (u,) est croissante et qu’elle converge vers 3.

Partie B : Validation des conjectures

On considere la suite numérique (v,) définie pour tout entier naturel n, par: v, = u, — 3.

1. Pour tout nz, v =u 3= 1u2+3u 3 3= 1u2+3u
. yn+l—n+l—2n n2—2n n2
1 1 1 9
V5= (up —3)* = b —6up +9 donc —=v5 = —= (45— 6uy +9) = —— U’ +3uUy — = = Vpi
2 2 2 2
On a donc démontré que, pour tout entier naturel n, | v, = — 5 V2|

2. Soit %, la propriété -1 < v, <0.

e Initialisation : vp = up—3=2-3=-1donc -1 < vy <0; la propriété est vraie au rang 0.

* Hérédité : Supposons la propriété vraie au rang p = 0, c’est-a-dire -1 < v, <0.

. 1 2
On sait que, pour tout p, vy = —5 U

Donc —1 < vp41 <0 et donc la propriété est vraie au rang p + 1.

* Lapropriété est vraie au rang 0 et elle est héréditaire ; donc elle est vraie pour tout entier naturel n.

PourtoutndeN,ona: m

1 1
3. (a) Pour toutentier naturel n: v,,41 — vy, = 3 UV, —Unp=|—Up (5 v, +1

(b) Pour tout 2, v,, <0 donc —v,, = 0.
1 1 1 1 1
Pourtoutn,—lsvn<0donc—§<§vn<0etdonc§sgvn+1<1;donc5vn+l>0.

1
:—vn(gvn+l 20 <= v, 1—v,20

1
—v,+1>0
2 n

Pour tout n, v,4+1 — v, = 0, donc la suite (v,,) est croissante.
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4.

La suite (v,,) est croissante et majorée par 0 donc, d’apres le théoreme de la convergence monotone, la
suite (v,) est convergente.

1
On note ¢ limite de la suite (v,). On admet que ¢ €] — 1 ; 0[ et vérifie 'égalité: ¢ = —Eéz.

1
On résout’équation x = —Exz dont ¢ est solution :
1
x:—gx2 = 2x+x°=0 <= x(2+x) =0 < x=0oux=-2

Mais on sait que ¢ €] — 1; 0[ donc ne peut pas correspondre a x = —2.

Donc ¢ =0 et‘ la limite de la suite (v;,) est 0.

. Lasuite (v,) est croissante et, pour tout n, u, = v,+3; donc on peut dire que la suite (u,) est croissante.

La suite (v,) est convergente vers 0 donc, d’apres les théoremes sur les limites, on peut dire que la suite
(Uun) est‘ convergente vers 3 ‘

Les conjectures faites dans la partie A sont donc validées.

II Nouvelle Calédonie novembre 2014

On considere la fonction f définie sur I'intervalle ]0 ; +o0] par f(x) =5— ——

1.

4.

x+2

0(x+2)—4x1 4
= >
(x+2)? (x+2)2
Donc la fonction f est strictement croissante sur |0; +oo].

flx)=0-

0|sur]0; +o0].

On résout dans ]0; +oo] I’équation f(x) = x:
5(x+2)—4-x(x+2) 5x+10—4—x*-2x
=0 & =

f(x):x<:>5—xi:x<:>

+2 xX+2 xX+2
-x*+3x+6 )
— =0 <= —x“+3x+6=0etx+2#0
xX+2

Onrésout—x2+3x+6:O;A:9—4><6><(—1):33>O.

—3—@_3+\/§et3—\/§
-2 2 2

Cette deuxieme solution est négative donc 'unique solution de I'’équation f(x) = x dans l'intervalle

_3+V33
2

Les solutions sont donc

10; +o0] est| ~4,37|

On considere la suite (u,) définie par uy = 1 et, pour tout entier naturel n, u,+1 = f ().
Sur la figure de annexe 1, on place les points Mj, M; et M, d’ordonnée nulle et d’abscisses respectives
U, U7 et Up.
On peut conjecturer que la suite (u,) est croissante et converge vers a.
(@) Soit 2, lapropriété 0 < u, < up4+ < a.
4

11
e Initialisation: Pour n=0, u, =up=1et up4; = uy = f(uy) =5- 132 = 3 ; de plus a = 4,37.

11
Onal0<l1< 3 < a ce qui veut dire que la propriété est vraie au rang 0.

» Hérédité : On suppose la propriété vraie au rang p = 0, autrement dit: 0 < up < Uy < a.
On sait d’apres la question 1. que la fonction f est strictement croissante sur ]0; +oo] ; donc :
O<up<upp<a= f(0)< f(up) < flup+1) < f(a)
[0 =320, f(up) = ups1 et f(ups1) = Upso.
De plus, a est solution de I'équation f(x) = x donc f(a) = a.
Onadonc0 < up11 < upy2 < a;on peut dire que la propriété est vraie au rang p + 1.
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* La propriété est vraie au rang 0 et elle est héréditaire; donc la propriété est vraie pour tout
entier naturel n.

On a donc démontré que, pour tout entier naturel n, 0 < u, <

(b) Pour tout n, u,, < u,+1 donc la suite (u,,) est croissante.

Pour tout n, u, < @ donc la suite (u,) est majorée par a.

Donc, d’apres le théoreme de la convergence monotone, la suite (u,) est convergente.

n
5. Pour tout entier naturel n, on définit la suite (S,,) par S,, = Z Up = Uy + Up+]oLs + uy,.

11
(a) 80:u0:1;81:u0+u1:1+?: 324,67

11 73
52=u0+u1+u2=51+u2;u2=f(u1)=f(—):—doncSZ:?+—:

8,96.

k=0

3 17

14 73
17

457
— = 8,96
51

donc S, =

(b) On complete 'algorithme donné en annexe 2 pour qu'il affiche la somme S,, pour la valeur de
I'entier n demandée a |'utilisateur.

(c) Onsait que la suite (u;) est croissante donc, pour tout n de N, u;, = u.

Or ug =1, donc, pour tout n, u, =1etdonc S, =ug+uy+...+up,=n+1.

Or lim n+1=+oodonc, d'aprés les théoremes de comparaison sur les limites :

n—+oo

lim S, =+oc0
n—+oco

Construction des termes de la suite

Page 3/4

\



Algorithme

Entrée: n un entier naturel
Variables : u et s sont des variables réelles

n et i sont des variables entieres
Initialisation: u prend la valeur 1

s prend la valeur u

i prend la valeur 0

Demander la valeur de n
Traitement : Tantquei<n

Affecter a i lavaleuri+1

Affecter a u la valeur 5 —
u+2

Affecter a sla valeur s+ u
Fin Tant que
Sortie: Afficher s

III Pondichéry avril 2015

Partie A
b
1. On a pour tout naturel n, v,41 = Up41 — -4 =au,+b- 14 =
—-a -a
bl-a)—-b
aup+ ———=aup—-a——=alu,——— | =|av,|
nt n-ar— n

L'égalité v, = av,, vraie pour tout naturel n montre que la suite (v,) est géométrique de raison a.

2. Onsaitque v, = vy x a";doncsia€]—1; 1[,alors lim a” =0, donc
n—+oo

. . b o b
lim v,=0 < lim u,———=0so0it| lim u,=——|
n—+0o n—+00 —-a n—+00 l—-a

Partie B

. ) 1 3
1. Apres la taille la plante mesure 80 x (1 - Z) =80 x 1 =(60 (cm) |

Auboutde 1 an elle apoussé de 30 cm ; elle mesurera donc en mars 2016 avant la tailles 60+30 = .

2. (a) D’une année sur l'autre, tailler le quart revient a multiplier par % = 0,75 et la pousse annuelle est
de 30 cm, donc:
pour tout n,| h,4 =0,75h, + 30 ‘
(b) Mars 2015 correspondanta n=0,ona: hy=80; h; =90,
h>=0,75%x90+30=67,5+30 = : la suite semble étre croissante. Démontrons cette conjec-
ture par récurrence :

Initialisation : on sait déja que ho < hy ;
Heérédiré : supposons qu'il existe p € N tel que hy, < hp41, alors
0,75h, <0,75h,1 < 0,75h, +30<0,75h,,1 +30 < hyy1 < hypio : ’hérédité est démontrée,
donc la suite (h;,) est croissante.
(c) On utilise le résultat de la partie A avec la suite (&) et les coefficients a = 0,75 et b = 30.

b 30 30
Comme —1<0,75< 1, la suite (h,) converge vers = = = -120 .
(Fn) & l-a 1-0,75 0,25
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