Correction des exercices de bac

I Pondichéry avril 2015

Soit un cube ABCDEFGH d’aréte 1.
Dans le repeére (A AB, AD AE) on consideére les

3
points M, N et P de coordonnées respectives M(l ;1 Z)'

1 5
N(O; - 1), P(I;O; ——).
2 4

1.
2.

ol

)

Voir la figure a la fin.

Déterminerlles 1coordonnées des vecteurs MN et 1\715
m(—l ;—— —) etﬁ(o; -1; -2).
2 4

Les vecteurs m et I\TP5 ne sont pas colinéaires, les
droites (MN) et (MP) ne sont pas paralleles donc les
points M, N et P ne sont pas alignés.

1 1

—1) x (—1)+(1) x(-2)==—-==0
2 4

a) —1x0+
(@ 272

(b) L'algorithme 1 calcule le produit scalaire MN -
I\TP5 = 0, donc les vecteurs sont orthogonaux
donc les droites (MN) et (MP) sont perpendicu-
laires : le triangle MNP est donc rectangle en M.

. On considere le vecteur 72 (5; —8; 4) normal au plan

(MNP).

(@) Sin est un vecteur normal au plan (MNP) une
équation de celui-ci est :
5x—-8y+4z=d,avecdeR;

1
N € (MNP) < —8x5+4x1:d:<:> 0=d
Une équation cartésienne du plan (MNP) est
donc5x—-8y+4z=0.

(b) On considérela droite A passant par F et de vec-
teur directeur 7.
On traduit la relation vectorielle : M(x; y; z) €
ANR=—¢ ﬁ/l= t7,t € R soit

x—-1 = b5t x = 1+5¢
y-0 = -8t =<y = -8t
z—1 = 4t z = 1+4¢t

(@) Les coordonnées de K vérifient I'équation du
plan et I'équation paramétrique de A, soit :

5x-8y+4z = 0
X = 1+5¢ .
Rightarrow5(1+
y = -8t
Z = 1+4¢
51) —8 x (—8t£))+4(1+4t) =30 <~ 105t +9 =
0= ft=—— = t=——.
105 35
y s 3 3 4
Doux=1+5x|-—|=1-==—;
35 7 7
8 ( 3) 24
= -8%x|——| = —
Y 35 35’

3 12 23
z:1+4><(——):1——:—
35

35 35
4 24 23
7’ 35 35)
(b) Puisque (FK) est orthogonale au plan MNP, [FK]
est hauteur du tétraedre MNPE donc
VMNPE = % x of (MNP x FK).

Or MNP est rectangle en M, donc < (MNP =
MN x MP

Donc F(

1 1 21 V21
MN2=1+—+—=—nghtarrowMN— ;
4 16 16 4

MP?=1+4= SRzghtarrowMP

1 /
DonCV:§>< x—><\/— X
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Dans l'espace, on considére une pyramide SABCE a
base carrée ABCE de centre O. Soit D le point de I'espace tel
que (O ; OA, OB,OD) soit un repere orthonormé. Le point

S a pour coordonnées (0; 0; 3) dans ce repere.

S

Partie A

1. Voir figure.

2. Compte tenu de la configuration, les plans (AEU) et
(SBC) sont sécants selon la droite (UV). (Les points U
et V appartiennent aux deux plans sécants considé-
1és).

Dans le plan (AEU) nous avons la droite (EA) ; dansle
plan (SBC) nous avons la droite (BC). Comme ABCE
est un carré les droites (EA) et (BC) sont paralléles.
Donc d’apres le théoreme du toit la droite d’inter-
section (UV) des deux plans est paralleles a (EA) et
a (BC).
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5 1 — A _
3. Soit Kle point de coordonnées (6 : 5 : 0). Orn-IG=-2+2+0=0et

. 7 -JG=12+6-18=0.
En appliquant le théoréme de Thales, on a DU = - . .
Le vecteur n est donc normal a deux vecteurs mani-

EOB‘ ON en déduit que les coordonnées de D sont festement non colinéaires du plan (IJG) est normal a

2 e —_— R —— e D 2 R —
U(O;5;O)carOU:OD+DU:0xOA+OB+§OD. ce plan.
5 2. On sait qu’alors une équation du plan (IJG) est :
— _SE (1 M(x; y; 2 (JG) <= 2x+2y—-9z+d=0.
Al .EA|1].
ors KU 6 0 En particulier: I(1; 0; 0) € IJG) <= 2+0-0+d =
1 0 < d=-2.
Alors:ﬁj.]E_A:Odonc KU J_E_A Une équation du plan (IJG) est : M(x ; y; 2) €
JJG) < 2x+2y-9z-2=0.
Partie B 3. On aAF = AB + BF = AB + AE, donc F(6; 0; 2).
Dans cette partie, on admet que I'aire du quadrilatere Or M(x; y; z) € (BF) < ilexiste t € Rtel que BM =
5v43 _ - _ —
AUVE est . — x=6 16-6) X 6
18 tBF <— y-0 = t0-0) < y = 0

. 3 z—0 t(2-0) z = 2t
1. On admet que le point U a pour coordonnées .
( 2 Donc si M(x; y; z) € (IG) n (BF) ses coordonnées
0; -1

vérifient le systéeme :

On vérifie que les coordonnées de E, A et U vérifient X = 6
I'équation du plan, donc c’est une équation de ce y = 0 .
Rightarrow2 x 6+ 0 —
plan. z 2t
3 2x+2y-9z-2 = 0

2. Unvecteur normal au plan (EAU) est n [ -3 |. 9X25t_2:0 — 10-181=0 < 10=181 <
5 r=—.

9
C’est un vecteur directeur de (d). Une représentation 5
paramétrique de (d) est En remplagant ¢ par 5 dans I'équation de la droite
x=3t (BF), on obtient :
=— 10
y=-3t ,teR L(G;O;—).
z=3+5t
3. Onrésout le systéme. 4. Lasection avec (ABCD) est la droite (I]).
On trouve t = _E dou h (_§ : % : @) La section avec (ABFE) est la droite (IL).
43 43 4343 L i BCGF la droite (LG
4. On calcule le volume v; de la pyramide SABCD : on a section avec ( ) estla droite (LG).
trouve vy = 2. 11 reste a trouver l'intersection P du plan (IJG) avec

L 1 de SA R E y l la droite (HD) : comme les plans (ABFE) et (DCGH)
evolme v, de estvz= 9’ 2 Y1 sont paralleles, les droites (I]) et (GP) sont paralleles.

On trace donc la parallele a (IL) contenant G qui

III Polynésie juin 2015 coupe (HD) en P

2 La section est donc le pentagone JILGP (voir a la fin).
1. Vérifier que le vecteur 77 de coordonnées | 2 | est
-9
—_— 1 — — —_
normal au plan (IJG). Al = EAB < AB =6Al —
B(6;0;0);

—_ 1—> g -
A]:ZAD<:>AD=4A]<:>D(0;4§0);

e 1—» — e

AK=§AE <= AE=2AK < K(0; 0; 2).
CommeA_G>=A_C>I+C_G>=A_B>+A_1>)+A_J>E:6XI+4Ki+ K
2AK, donc G(6; 4; 2). Onen déduit que IG(-1; 1; 0)
etJG(6; 3; 2).
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IV Métropole Réunion septembre 2015

Dans I'espace muni d'un repere orthonormé, on consi-
dére :

— lespoints A(0; 1; —1) et B(-2; 2; —1).

— la droite 2 de représentation paramétrique

X = =2+t
y= 1+t ,teR
z =-1-t¢

1. La droite (AB) est 'ensemble des points M de coor-
données (x; y) tels que les vecteurs AB et AM soient
colinéaires doc tels que AM =k AB o1 k € R.

AB a pour coordonnées (-2—-0;2-1;-1—-(-1) =

(=2;1;0).
Z]T/Iapour coordonnées (x—0; y—1; z—(-1) = (x; y—
1;z+1).
X = -2k
AM = kAB < y-1=k —
z+1 =0
x = -2k
y= 1+k
z = -1
Une représentation paramétrique de la droite (AB)
x = =2k
est:4 ¥y = 1l+k oukeR
z = -1
2. (a) La droite (AB) a pour vecteur directeur
AB(-2;1;0).
La droite 2 a pour vecteur directeur
(51—,

Les deux vecteurs AB et U ne sont pas coli-
néaires donc les droites (AB) et & ne sont pas
paralleles.

(b) Les droites (AB) et & sont sécantes si elles ad-
mettent un point d’intersection, autrement dit

s’il existe un réel t et un réel k tels que

-2+t = -2k -2 = -2k
1+t = 1+k <= 0 = k Inya
-1-t = -1 tr = 0

donc pas de solution.
Les droites (AB) et 2 ne sont pas sécantes.

Les deux droites n'étant ni paralleles ni sécantes, elles
sont non coplanaires.

Dans la suite la lettre u désigne un nombre réel.
On considere le point M de la droite 2 de coordonnées
(—2+u;1+u; -1—u).
3. Soit £ le plan d’équation x+ y —z—3u = 0.
XMt ym—zmy—3u=-2+u+l+u—-(-1-u)-3u =
—2+u+l+u+l+u-3u=0donc MeP?

Le plan 22 a pour vecteur normal n (1;1;-1), quiest
un vecteur directeur de la droite & ; donc le plan &2
est orthogonal a la droite 2.

4. Pour déterminer si le plan 22 et la droite (AB) sont
sécants, on résout le systéme

x=-2k x=-2k
y=1+k y=1+k

) z=-1 z=-1
x+y—z-3u=0 —2k+1+k+1-3u=0
x=-2(2-3u) X=—-4+6u
y=1+2-3u y=3-3u

) z=-1 z=-1
2-3u=k 2-3u=k

Donc le plan £ et la droite (AB) sont sécants au
point N (—4+6u; 3—-3u; -1).
5. (a) La droite & est orthogonale en M au plan £?;
donc la droite 2 est perpendiculaire a toute
droite du plan £ passant par M, donc elle
est perpendiculaire a la droite (M N) contenue
dans & puisque N € &,
La droite (M N) a pour vecteur directeur MN de
coordonnées
(-4+6u—(-2+u);3-3u—(1+u);-1-(-1-
u))=(-2+5u;2-4u; u).
La droite (AB) a pour vecteur directeur E de
coordonnées (—2; 1;0).
Les droites (M N) et (AB) sont orthogonales si
et seulement si le produit scalaire de MN et de
AB est nul.

MN.AB = (—=2+51) x (=2) + 2—4u) x 1 + ux0 =
4—-10u+2-4u=6-14u

_— 3
MN.AB=0 < 6-14u=0 < ;:u

De plus, les droites (M N) et (AB) sont sécantes
en M; elles sont donc perpendiculaires si et

(b)

seulement si u =

N w

MN?=|| MN ||?= (-2+5u)*>+2—4u)*+ u®> = 4-
20u+25u +4—16u+16u> + u? = 42u* - 361 +8
MN? est un trinéme du second degré en u de
la forme au? + bu + ¢, et le coefficient de u? est

a =42 > 0; ce polyndme admet donc un mini-
b -36 3

mum pour = —— = — =-.
2a 2x42 7

La distance M N est minimale quand le nombre

6. (a

(b)

3
MN? est minimal, ¢’est-a-dire pour u = =

V Métropole juin 2015

Dans un repéere orthonormé (O, I, J, K) d’'unité 1 cm, on
considere les points A(0; —1; 5),
B(2; -1;5),C(11;0; 1), D(11; 4; 4).
1. (@) Un vecteur directeur de la droite (AB) est
2
AB|0| =20l
0
La droite (AB) est donc parallele a I'axe (OI).
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(b) On a xc = xp = 11 donc la droite (CD) est in- r = 11
cluse dans le plan & d’équation . ttme{ -1 = 0,8¢ qui n’a pas de solu-
52 = 1+0,6¢
(c) (AB) est paralléle a (OI) et (OI) est ort\hogonale tions, car on trouve ¢’ négatif, donc 1+0,6¢' < 5.
au plan &2 donc (AB) est orthogonale a 22. . 3
Les droites (AB) et (CD) ne sont pas sécantes.
Le point d’intersection E a des coordonnées 11—t
X ; ¥ ; z) qui vérifient 'équation cartésienne —
(x; y; 24 , . q s 2. (@ M;N;|0,8t+1]donc
de & et la représentation paramétrique de £2. 0.6¢—1
x=11 '
ey M;N;=vV(11-1%+(0,8:+1)2+ (0,61 —4)2
On doit avoir : ye-1 donc|E(11; —1; 5) | = V12122t +12+0,6412— 1,61 +1+0,3612 — 4,87 4
z=5 V212 25,21 +138 |,
(d) Une représentation paramétrique  de (b) M;N; est positif, donc est minimale quand son
xX=t carré est minimal.
(AB) est y=-1, t € R et une re- On considére la fonction f : t — 21> — 25,2t +
z=5 138; f est une fonction du second degré; le
présentation paramétrique de (CD) est coefﬁcie112t5de t? est 2. Le minimum est atteint
x =1 , . ) pour = —— =6,3.
y = 0,8t , ' € R. On résout le sys- 4
z = 1+0,6t La distance est minimale pour
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