TS : correction du controle (récurrence et suites)
I (3 points)
Montrons par récurrence sur n que, pour tout n € N, 4" — 1 est divisible par 3.

Soit £, la proposition : «4" —1 =3k, k,€ Z»
« Initialisation : pour n=0:4%—1=1-1 = 0 qui est divisible par 3 (0 = 3 x 0).
o Hérédité : on suppose &, vraie pour un tang n quelconque, donc 4" —1 =3ky, k, € Z.

Alors: 4" -1 =4x4"-1=43Bk,+1)—1=4x3k,+4—1=4x3k,+3 =34k, +1) = 3k,41 enposant k,,; =3k, +1€ Z.

On obtient bien un multiple de 3.

|a propriété est héréditaire.
Conclusion : d’apres 'axiome de récurrence, la propriété est vraie pour tout n € N.

II (3 points)

tHh=0
On donne la suite (¢,;) définie pour tout entier naturel n, par:
1=+ ———————
(n+1)(n+2)
n
Démontrons par récurrence que, pour tout naturel n,ona: ¢, = 1
n

n
o Initialisation : Pour n =0, 1o 0 = uy donc la propriété est vraie pour n = 0.
n
n

o Hérédité : on suppose la propriété vraie pour un tang n quelconque, donc ¢, = L
. _n o, 1 _ n(n+2)+1  n*+2n+l1  m+D?) (n+l

+D(+2) n+l (+Dn+2) @m+Dn+2) (m+D0+2) @(+D(n+2) |[n+2
simplifiant par n +1).

Alors: t,+1 =1,

(en

La propriété est héréditaire
Conclusion : D’apres 'axiome de récurrence, la propriété est vraie pour tout n € N.
III (Bac S métropole juin 2009 4 points)

On considere la suite (w,) dont les termes vérifient, pourtout n=1: nw, = (n+ Dw,_; + 1.
Ce tableau donne les dix premiers termes de la suite :

Wo wh wo ws Wy Ws We wy Wwsg Wy
1 3 5 7 9 11 13 15 17 19

1. D’apres la relation de récurernce, on a:

10w10=10+1) wyg-1 +1

10w1p=11wg +1

1
w10=1—0((11x19)+1):

la suite w;, semble étre la suite des nombres impairs et donc w, =2n+1 avec wgy = 1.
Montrons le par recurrence
Soit Py, i «wp=2n+1»
o Initialisation : Py:« wg=2x 0+ 1» est vraie car wg=1
o Hérédité : supposons P, est vraie et montrons qu’alors P, I'est aussi on a
wp=2n+1
n+2)w,=n+2)2n+1)
n+2wy,+1=n+2)2n+1)+1
n+2)wy,+1=n+2)2n+1)+1

n+1) wp1 =2n°+5n+3=02n+3)(n+1)
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ce qui montre P, vraie

D’apres I'axiome de récurrence, on abien: VneN, w, =2n+1

IV (5 points)

On considere la suite (u,) définie par uy = 1 et pour tout entier naturel n, U, = U, +2n+3.
1. Pourtout neN, u,1 — u, =2n+3 =0 donc la suite (u,) est croissante.
2. Démontrons par récurrence que pour tout entier naturel n, u,, > n.

o Initialisation : pour n=0, yp=1et n® =0? = 0 donc uy > 0.

« Hérédité : on suppose la propriété vraie 2 un rang n quelconque, donc u,, > n’.

Alors: Uy 1 = Uy, +2n+2> n’+2n+3=n’+2n+1+2=m+1)7>+2) donc Ups1 > (n+ 1%
La propriété est héréditaire
F’apres 'axiome de récurrence, la propriété est vraie pour tout 7.

3. C’est du cours!
Soit A >0 un nombre quelconque. Soit p un entier supérieur a VA.
Pour toutn = p, n’= pz = \/Zz = A (croissance de la fonction carré sur [0 ; = oo[) donc n? > A.
On en déduit que la suite n’est pas majorée.

4. Lasuite (u,) est croissante et non majorée, donc| lim u, =+oo
n—+oo

5. w1 =gy = Up+2x0+3=1+3=[4]
Up=U41=U1+2x1+3 =
uz =[16]; uy =
6. On conjecture que u, = (n+ 1)2.
7. Effectuons une démonstration par récurrence :
o Initialisation : pour =0, (n+1)*> =1 = 1 = ug donc c’est vrai our 7 = 0.
o Hérédité : on suppose que c’est vrai pour un rang n quelconque, donc u, = (n+ 2.
Alors: Uy =up+2n+3= n+2n+1+2n+4=n*+4n+4=n+2)>?* c.q.f.d.
Conclusion : d’apres I'axiome de récurrence, la propriété est vraie pour tout n € N, donc u,, = (n+1)>.

V (5 points)

u0=3
On considéere la suite définie par 2 .
Upil = pour tout n e N
1+u,
On admet que, pour tout ne N, 0 < u, < 3.
u,—1
1. Pour tout n € N, on pose v, = .
Up+2
VneN:
2 1 2=(+uy 1-u,
) _Up1—1 Ti, Ttw, _ 1tu, o 1-u, __lxun—l_ _ly
T 42 2 2w 44y T 2(up+2) 2 up+2 | 2"
1+u, 1+u,
2 1 n
2. VneN, v, =vpg" == x|—=
n 0q 5 ( 2)
u,—1
3. v, = n S v,(Uup+2)=u,—-1< uyvy,+2v,=uy,—-1 uyv,—u,=-2v,-1 u,(vy,—-1 =-2v,-1<
Un
=2v, -1
U, =———|
n vy—1

4. Onen déduit:

VneN:|u,=
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