Correction de la feuille d’exercices n° 1
Asie juin 2010 partie A

1. Etude des limites

1 . 1
(@) e lim— =+oo,donc| lim ex =+oo|;
x—0Xx X—+00

. 1
e lim — = +o0,
x—0 x2

donc par produit de limites liH(l) f(x)=+o0|
X—

.1 ) 1
(b) Comme lim — =0, lim ex=1.
X—+0c0 X n—+oo

1
Or lim — =0, donc par produit de limites| lim f(x)=0|
X—+00 X X—+00

(c) Lapremiere limite montre que 1’axe des ordonnées est asymptote a € au voisinage de zéro.
La seconde montre que I'axe des abscisses est asymptote a € au voisinage de plus l'infini.
2. Etude des variations de la fonction f
(@) f(x) étant considéré comme un produit de fonctions dérivables sur ]0 ; +oo[, on a:

,_1'11;’_2)6;1 11_12)6 1_1%
f(JC)— ? eX+?(eX) ——FGX'FE —? ex = —ex = —Fe-x(2x+l).

1
(b) Onax>0=2x>0=2x+1>1>0;dautre part quel que soit u € R, e¥ > 0. Enfin x >0 = — >0,
X
donc finalement pour tout réel supérieur a zéro,

f'(x)<o.
Il en résulte que la fonction f est décroissante sur |0 ; +oo[ de plusI'infini a zéro d’aprés la premiére
question.
(c) D’apres le résultat précédent (décroissance de f de plus l'infini a zéro sur ]0 ; +ool), la fonction f
continue car dérivable sur cet intervalle il existe un unique réel a tel que f(a) =0.
La calculatrice donne :
f(1,1)=2,05et f(1,2)=1,60donc1,1<a<1,2;
f(1,10)0=2,05et f(1,11)=1,99donc 1,10< @ < 1,11.

La valeur approchée au centieme de a est donc .
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Polynésie septembre 2010

Partie 1

1.

4.

5.

Onag(x)=e*(1—x)+1.

Or lim e*=+ooet lim (1-x)=—oo, donc par produit des limites:| lim g(x)=—-oo|
X—+00 X—+00 X—+00

. Lafonction g somme de fonctions dérivables sur [0 ; +oo[ est dérivable et sur [0 ; +oo :

gx)=e*—e*—xe* =|—xe*|

Commee* >0et x>0,0onag' (x) <0sur[0; +ool.
g est donc décroissante sur [0 ; +oo[ de g(0) =2 § —oo.

. Donner le tableau de variations de g.

X 0 +00
g -
D
g(x)
—0o0

(@) Sur [0; +oo[, g dérivable est donc continue et décroissante, g(0) > 0 et xHer g(x) = —oo0.
Il existe donc un réel unique a € [0 ; +oo| tel que g(a) = 0.
(b) La calculatrice donne:
e g(l)=1etg2)=—-6,4,doncl<a<2;
e g(1,2)=0,3etg(1,3) = -0,1,donc1,2< a <1,3;
e g(1,27) = 0,04 et g(1,28) = —0,007,donc| 1,27 < a < 1,28|.

(c) Onag(a)=0 < e“"—ae®+1=0 <= e“(1-a)=-1 <= e*=|—— |

Onadonc g(x) >0sur [0; af;
gla)=0;
g(x) <Osur [a; +ool.

Partie 2

1.

La fonction A quotient de fonctions dérivables sur [0 ; +oo[ (le dénominateur ne s’annulant pas) est

dérivable et sur cet intervalle :

4 +1)-4xxe* 4" —-xe"+1) | 4g(x)
(eX +1)? @+ | (e + 12|

Al(x) =

Comme (e* + 1)2 > 0 quel que soit x, le signe de A’(x) est celui de g(x).

D’apres la précédente question on a donc :

A'(x)>0sur[0; af;

Al(a)=0;

A’ <0sur[a; +ool.

Onadonc:

A(x) est croissante sur [0 ; a[ et décroissante sur [« ; +oo[, A(a) étant le maximum de la fonction.

Partie 3



1. On sait que x = 0, donc l'aire du rectangle OPMQ est égale  x x f(x) = o il A(x).
Or on a vu que la fonction présente un maximum pour x = a.
f( @) _4 4
2. Le coefficient directeur de la droite (PQ) est égal 1 — =&l .
a a a(e?+1)

Oronavu que e® = P donc le coefficient directeur est égal :

a_
4 4 4a-1) _ 4@-D
aEe®+1) a(+1) al+a-1) e

La tangente en M(a ; f(a)) a pour coefficient directeur f’(a).

Orf,(x):_m;donc
a 4 _ B
Fl@) = 4e _=- a—1 _=- 4(a 1)2:_4(a21)'
er+1) (ﬁ+1) 1+a-1) a

Les coefficients directeurs sont égaux : les droites sont paralléles.
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