TS : correction du controle commun n° 2 (4 heures)

Soit P, la propriété : 10" — (—1)" est divisible par 11, c’est-a-
dire il existe un entier relatif k,, tel que
10" — (-1)" = 11ky,.
Démontrons-la par récurrence :
o Initialisation :
Pourn=0:10°-(-1)°=1-1=0=11x0= 11 x kg avec kg = 0.
La propriété Py est vraie.
« Hérédité :On suppose P, vraie pour un entier n, donc
10" —(-1)"* =11k, avec k,, € Z.
Alors, aurangn+1:
10" — (=)™ =10x 10" — (1) x (-1)"
=10x10" +(-1)" =10(11kp + (-1D") + (-D"
= 11 x 10k, + 11 x (=1)" = 11(10k,, + (-1)") = 11kp41 avec
kp+1 =10k, +(-D" e Z.
La propriété est héréditaire.

D’aprEs I'axiome de récurrence, la propriété est vraie pour tout
n.

II

Soit f la fonction définie sur R par

x#0

1. Ftudions la continuité de f en 0.

vi+1-1
X

Pour tout x #0, f(x) =

VAT VaET+]  (VERD) -1

x[Vx+1+1] Cx[Vx+1+1]
o x+1-1 _ X
_x[\/x+1+1] _x[\/x+1+1]
. 1
S Vari+1 ]

1 1

1' :1' — = - = 0) |
xlir(l)f(X) xlir(l)\/m—+-1 2 1o

lil’l’(l) f(x) = f(0) donc f est continue en 0.
X—

2. f est-elle dérivable en 02 On étudie la limite en 0 de

f) - f(0)
x-0
pur x £ 0, 1O _ VDS _2VAFTI-2-x _
" x-0 X 2x2
2Vx+1-02+x)
2x?

C[2Vx+1-@2+ 0] [2Vx+ 1+ 2+ 1))

2x2[2Vx+1+ 2+ )]
4(x+1) - [2+x)?

T2 [2vVx+1+2+x)] T2 [2vVx+1+2+x)]

1

T 2evari+e+n] |

(f0-fO) 1 1

tim (=22 = im [ - S

x{%( x er%( [2vVx+1+2+x)] 8
1

flo=-2

f estdonc dérivable en 0 et 3

III

filx)= V3x2+5x+9surR.

fi = Vuavec u(x) =3x* +5x+9.

' = —— avec u(kx) = 6x + 5 donc
A Vil (x)
6x+5
)= e
2V3x2+5x+9
-3 5
= _surR\{>
f2(x) i 5" sur {2}
1
f> =—-3x — avec u(x) = 2x-5)*.
u
1Y u' u'
Al ) =-3 (—) =-3 (——):3 —.
ors [z ) u 8 u? ) u?
1 faut calculer ¢’ ; on a u = v* donc ' = 4v'v3 avec
v(x)=2x—-5et v (x) =2.
Par conséquent u/(x) =4 x 2 x (2x-5)° =8(2x—5)3.
. , 8[2x—5]3
On en déduit : f,(x) = 3 x —— = 24 x
(lex-5)4])
(x-57° 24
(2x-5)8  (2x-5)5"
1
f3(x0) = sur R
Vx2 41r2
fs=—avec u(x) = vV x%+2.
¢ u 5 v
= —— . u=+vavec v(x) = x* donc v =
f5=-23 Vv (x) NG
avec v'(x) = 2x.
Par conséquent : u/(x) = 2x  __ X
' 2/2+2 VAP 2
3 X
On en déduit f(x) = -2 | _
3 (x2+2) (x> +2) VX2 +2
f1(x) = sin(v/x) sur]0; ool.
fa = sin(u) avec u(x) = v/x.
1
Alors ] = u' cos(u) avec v/ (x) = —.
T (u) (x) N
. 0s(v/x)
Par conséquent : f,(x) =
q fi(x) 2
f5(x0)= /sin(x) sur]O; g]

/

avec

fs =Vuavec u(x) =sin(x); fi =

u' (x) = cos(x).

u
2Vu

Page 1/6



fe(x)

1\Y

cos(x)

On en déduit f(x) =| ——
f5 2v/sin(x)

(2x2+x—5
3x2+x+4

5
) sur R.
2x2+x-5

3x2+x+4
fi=5u'u*; il faut donc calculer u/’(x).

fe = u® avec u(x) =

v
u=— avec u(x) =2x%+x-5et v(x) =32 +x+4.
w

/ v'w-vw' [N !
On a uw = — dou wux) =
w

(@Ax+1)(3x* +x+4) — (2x* + x—5) (6x+1)

(3x2 + x+4)°

_ —x*+46x+9
(3x2+x+4)2.
On en déduit :
, —x2+46x+9)((2x%+x-5))*
fG(x)z 5 . 2 2
(3x% +x+4) 3x°+x+4

Pour tout entier naturel n, on considere la suite (1) définie

parug=0et uy41 =

1. uy =

2uy +3
Uy +4 "
3 9
3 5+3 5 18 18
- etugzi—zﬁz—donc U = — |
Z+4 T 19 19

2. Soit P, la proposition « pour tout 7 € N*, 10 ».
Efectuons une démonstration par récurrence :

e e . 3 ,
o Initialisation: u; = 1 > 0 donc P; est vraie.

o Hérédité : on suppose P, pour un rang n quelconque,
donc u,, > 0.

Alors U1 =

2uy +3
U, +4

> 0 comme quotient de nombres

positifs.
La proposition est donc héréditaire.

D’apres I'axiome de récurrence, la propriété est vraie pour
toutn = 1.

3. (a) Pourtoutn, uy+1—1=

(b)

2up +3
u,+4
_2up+3-up—4  up-—
B u,+4 B U, +
puisque le dénominateur u, + 4 est positif, u,, étant
toujours positif.
On en déduit que u,+; — 1 a le signe de up — 1 de
proche en proche.

1
2 qui est du signe de u,, — 1

up—1—-1<0donc, pour tout n €N, u, —1 <0 (signe

de up—1) d'otr .

Montrons par récurrence que u, < Uu+] pour tout
neN.

e Ona ug<u
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e Onsuppose que u, < un+ 1 pour un entier n quel-
conque.

est croissante car

2x+3
La fonction f: x—
x+4

!
f (x) = m > 0.
Comme une fonction croissante conserve 1'ordre,
f(un) < f(up41) donc upgq < tpqo.
La propriété est donc héréditaire.
Dapres I'axiome de récurrence, elle est vraie pour
tout 7 : la suite est croissante.

On peut aussi calculer u;+1 — u, qui vaut

I—up) (up +3) . .

——— qui est positif pour tout n € N.
u,+4

La suite (u,) est croissante majorée par 1, donc
convergente vers une limite £ < 1.

4. Pour tout entier naturel n, on définit la suite (v,) par v, =

u,—1
Uun+3
" ] 2up+3 un—1
- 1 1
(a) Vne N, U1 = n+1 — 2u,;+3 — u,ﬁ—1
Upsl + 3 Un+ +3 Suu+15
up+4 up+4
u,—1 1
===,
5(up,+3) 5
1
PourtoutneN,| v, = 5 Un |
(b) On en déduit que la suite (v,) est géométrique de rai-
1
son g =—
q 5

(©

(d)

On en déduit

1 lll
Vp=—=X|=
n 3 (5)

1
vn = wvoq"; vy = -3 donc

u
Onav, = donc u,v, +3v, = u, —1 donc
Un
UnVn—Uy = -3v,—1quidonne u, (v,—1) =-3v,—-1
. -3v,-1 3v,+1
d’'ol uy, = =
vp—1 1-v,

Comme -1<g<1, lim g"=0donc lim v,=0.
n—+0o0 n—+oo

Iim u,=1

On en déduit que
n—+oo

Soit f la fonction définie sur R par f(x) = (x* —2x* — 1)4.
1. Soit u la fonction définie sur R par u(x) = x° —2x% — 1.

(a)

u est dérivable sur R (polundéme).
Pour tout x, u'(x) = 3x% —4x = x(3x — 4) qui s’annule

en(et —.
3

u/(x) est un polynéme du second degré qui a deux ra-
cine, qui est donc positif (du signe du coefficient de
xz) al'extérieur de I'intervalle formé par les racines.

2 1

u(x) = x3(1——=—3) dou lim u(x) = —oo et
X X X——00

Iim u(x)=+oo.

X—+00

On en déduit le tableau de variation de wu.



2. f est la composée d'une fonction polynéme avec une
fonction puissance, donc elle est définie, continue et dé-

3. (@ f=u"donc f"=4u'u®avec u/(x) =3x* —4x = x(3x—
4).
On en déduit:| f'(x) = 4x3x—4) (x* —2x* - 1)’
(b) D’apres 1.(c), udale signe de u donc f'(x) est du
signe de x(3x —4) u(x).
X -0 0 = a +oo
X —0+ |+ |+
3x—4 — -0+ |+
u(x) - -0+
floo | -0+0-0+
4. Onavuque xlirp u(x) =-ocoet xler u(x) = +oo.
Al c i = 1li X4 = t
ors xiglmf(x) XZI’IPOO e
xlyféaf(x)::xlgfgo)( ::IEEII'
5. Tableau de variation de f :
1
x |- 0 — +00
3
+00 = 22, +00
T \\\\//// \\\\////

VI

(c) Pour tout x, x> a le méme signe que x donc ud ale

1
X |—o0 0 5 +00
u'(x) + ¢ - ¢ +
-1 +00
u(x) / \ /
59
—00
27

D’apres le tableau de variation de u, u(x) < 0 sur

4
3|

|-oo:

4
Sur [0 ; +oo[, u est continue, u(—) <0et lim u(x)=
3 X—+00

+o0o donc u(x) prend des valeurs positives.

D’apres le théoréeme des valeurs intermédiaires, u
s’annule au moins une fois. Comme u est croissante,

elle s’annule une cule fois en a.

Ala calculatrice, on trouve| 2,20 < a < 2,21 |.

(b) Signe de u(x) :

signe de u.

rivable sur R.

X

—00 a +00

u(x)

—a+

On consideére la fonction f définie sur R\ {-1} par

fx)=

2

X“—x+6

+1

et ¢y sa courbe représentative dans un repére
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1.

orthonormal d'unité graphique 1 cm.

Limite en —oo et en +o0o:

2 1,6
S ) B B
Pour x #0, f(x) = T = T
X(1+;) 1+;
. 1 6 .
lim —1——+—2 =-1ldonc lim f(x)=
X——-00 X X X——00

De méme, lim f(x)=+oo.
X—+00

Limiteen -1:
lim (-x*-x+86)

x—-1
11 faut distinguer deux cas :

lim . f(x) = —oo |car x—1 tend vers 0 en étant négatif et
x—X7"

=6; lim (x+1) =
x—-1

x<-1
le numérateur est positif.
Deméme:| lim f(x) caralors x—1>0.
=3
Comme la Imite en -1 est infinie, la droite d’équation x =

-1 est asymptote a la courbe 7.

2

u
f=—avecu(x)=—x"—-x+6etv(x)=x+1.
v

Ona u'(x) —2x— let v (x)1. ,

uv-uv | . (=2x-1)(x+1)—(-x*-x+6)
f'= d’ot f'(x) = TISIE =
—x2-2x-7

(x+1)2

f'(x) est du signe de son numérateur car (x + 1) est stric-
tement positif.

On étudie le signe de —x? —2x—7.

A = —-24 <0 donc ce trindme du second degré est du signe
du coefficient de x? donc négatif.

On en déduit que f est décroissante sur chaque intervalle
de I'ensemble de définition.

Une équation de la tangente a ¢’y au point d’abscisse 2 est :

y=Ff(12(x-2)+f(2) avec f(2)=0et f'(2) =—=
sduit y: ~ 2 (1= 2) soit| y— O s 12
On en déduit y: 3(x 2) soit| y = 3x+3

On résout I'équation f(x) =

fX)=0e —x*—x+6=0.

On vient de trouver que 2 est une solution. 'autre solution
est -3.

‘Kf coupe I'axe des abscisses en (-3; 0) eten (2; 0).

f(0) =6donc (ff coupe I'axe des ordonnées en (0 ; 6).

On étudie le signe de f(x) en renseignant un tableau de
signes.

Le numérateur s’annule en -3 et 2; il est négatif (du signe
du coefficient de xz) al'extérieur de l'intervalle formé par
les racines. D’ol1

X -oo =3 1 2 2+00
—x*—x+6 —0+]+0-

x+1 + |+

fx) +0 —[+0—




On en déduit que la courbe ¢ est au-dessus de l'axe
des abscisses pour x € ]—oo; 3] U [1+00] et en dessous pour
x€[-3; 1[U[3; +ool.

-x(x+1)+6 _

que la droite A d’équation )J/C i 1—x est asymptote a ¢ en —oo et
en +oo.

La courbe n'’était pas demandée (nous avions supprimé la ques-
tion!). La voici (en rouge) , avec les asymptotes (en bleu)

6
Remarque : f(x) = T on en déduit

.. T
e Deusiemecas:3x=n1—-—-+2k'n o

27 _2m  2k'm

3x="—+2kneox="4 kK ez.
3 9

T T 21 T
= {— +2k=, IceZ}U{—+2k’—, Ic’EZ}
9 3 9 3

. N T 2m Im
(b) Les solutions appartenant a [0 ; 2] sont 39’9
I
et —.
9

On place alors les quatre solutions appartenant a I'inter-
valle [0; 7], représentées par les points A, B, CetD:
A

1. Onsaitque cosa=cosb< a=b [2n] oua=-b [27].
e m o
Soit I'’équation cos (Zx + 4) =cos (x 6)'

T T
e Premiercas:2x+— =x— r +2km, k€ Z donc

54
b/ 7T
=———-—=——+2kn
6 4 12
b4 b4
e Deusieme cas:2x+z =—(x— E)+2k’7r donc
T x 2k
3x=-—+2k'm quidonne x = —— + —.
12 36 3

U{—% +2k’%, K eZ]

51
,5/’:{——+2kn, neZz
12

. V3 Nz
2. (a) sin(3x) = 7 < sin(3x) = sm(g).

2k
—n, keZ.

. T b4
e Premiercas:3x=—+2knox=—+
3 9 3

\

VIII

Partie A :

On considére la fonction g définie sur R par g(x) = x°+3x+8.

a) g estdérivable sur R; pour tout x € R, g’(x) =3x*+3 =3 donc

N\ o]

g est donc croissante sur R.

lim g(x)=-occet lim g(x)=+oo.
X——00 X—+00
Comme g est continue, 'équation g(x) = 0 admet au moins
une solution; comme g est croissante, celle-ci est unique. on
la note a.
Ala calculatrice, on trouve | —1,6 <a < —1,5|.

b) Pg(x) <0 pour x < a, g(a) =0 et g(x) >0 pour x> a.

Partie B
3

On considere la fonction f définie sur R par f(x) = t

—e
i . x2+1
& sa courbe representative (unité 1cm)
1. f est dérivable sur R comme quotient de fonctions déri-
vables.
[ =— avec u(x) =x3—4et v(x) =x*+1.
v
e uy _uv-uw
= =—

v

avec u'(x) =3x% et V' (x) = 2x.

. , 3x2 (x2+1)—2x(x3-4)
On en déduit f'(x) = =

X2+ 1)2
3x*+3x2 - 2x* +8x B x*+3x%—6x | xgW)
(x%+ 1)2 (%% + 1)2 (x%+ 1)2
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6.

x3( —i) _4

3
Pour x #0, f(x) = T xx xf_
x? 1+x—12) 1+

=1

X—too Xx—too X

. 4 . 1
lim (1——3)=1et lim (1+—2
X

On en déduit que xlil}loof(x =—00) |et Xl}}qoof(x) = 400 |

Par définition de @, ona a® +3a +8 = 0.
Onen déduit: a’+3a=-8o a®+2a®+3a=2d°-8 o
3¢ +3a=2a>-8

3a a’—4

o 3a(a2+1) = 2(a3—4) s — =

2 P = f(a) donc

f(oc):goc

Comme le dénominateur de f '(x) est strictement positif,
f'(x) est du signe de xg(x).
Tableau de variation de f :

X —00 a 0 +00
x - - +
g(x) — + +
signe de f'(x) + - +
3
Ea +00
. / \ /
—00 -4
cx+d (ax+b)(x*+1)+cx+d
ax + b + ——— = —
x2+1 x2+1
ax>+bx*+(a+o)x+b+d
x2+1 ’

On veut que cette expression soit égale a f(x).
On identifie les coefficients du numeérateur.
On obtient a=1, b=0,c=-1letd = -4 dou f(x)

-x—4 x+4

X+———=|x——5—

x2+1 x2+1
(a) Pourtout xeR, f(x)—x= x+d
' o2+l
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Pour x # 0, on obtient —-x————————
x? (1+traclx?)

4

e
x(1+§)
. 4 .
lim [1+—] = 1 et lim 1+—2 = 1 dou
X— oo X X—+too X
1+42
lim -—— % =0

x—$§pmoo x(l + Lz)
X

lim [f(x)—x]=0

‘Par conséquent :
x—$§pmoo

(b) Puisque lim [f(x)—x]=0,ladroite A d’équation

x—$pmoo
¥ = x est asymptote a la courbe €.

o x+4

(c) VxeR, f(x)—x= "2l
donc positif pour x < —4 et négatif pour x = —4.

On en déduit que ¢ est au dessus de A pour x < —4

et en dessous pour x = —4 avec intersection en x =

—4.

qui est du signe de —(x+4),

7. A a pour coefficient directeur 1; on doit donc résoudre

I'équation f'(x) = 1.

xg(x
P o o gt
(x2+1)
x(x*+3x+8) =x'+2x* +1 o x* +3x% +8x = x* +2x% +1 &

x*+8x—1=0.
-8-v68 —-8-2V17 _
2 - 2 -

=1 < xgx =312 +1 o

A = 68; les deux solutions sont

—4-v17et—-4+Vv17.

. Pourle tracé :

3
o f() = -3 et f’(l) = 3 (coefficient directeur de la tan-
gente)

e P
s f@=cetf@=;

e f(-1)= —g et f'(-1)=-1.



Courbe de I'exercice VIII

P

S

No
AN
gﬂs D §

@)
N

10 T | /1
2
‘,} y
,
\ | /s
4
6
8
-11 -10 6 5 4 3 -2 1 0 1 2 3
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