TS : Correction du controle sur la fonction exponentielle et les exponentielles complexes

I (1,5 point)

Simplifier les expressions suivantes :

I (2,5 points)

Résolvons les équations suivantes :

a) exzeoexzel(:)

b) ef=-2: (car, pour tout x, e* > 0)

) e +3e"-4=0
On pose X =e”.
L'équation équivaut a { X2: ¢ OrX’+3X-4=0«
X“+3X-4=0

(X—-1)(X +4) =0 (1 est racine évidente). L'autre racine est -4
On doit donc avoir e* =1 © x = 0 ou e* = —4 qui n’'a pas de
solution.

Lensemble des solutions est donc|.¥ = {0}

I (3 points)

Résolvons I'inéquation :

X

< ext+2

=

e

¢ L'ensemble de définition est R\ {-2; 0}

1 i .
e Pour xe 9,ex <ex? & — (car la fonction x — e* est

) X
croissante).
. 1 x x+2-x?
Cela équivauta - ———<0o —.
X +2 x(x+2)<0

X+2-x*=—x*>+x+2=(x+1)(2 - x) car -1 est un racine évi-

dente.

(x+1D2-x)

- - <
x(x+2)

Le numérateur s’annule pour x = —1 ou x = 2.

Linéquation équivaut a:

» Onrenseigne alors un tableau de signes :

x -0 -2 -1 0 2 +oo
x+1 ~[-0+]+]+
2—x + |+ | +]|+0-

X - =] -+0+
x+2 |+ | +|+0+

Quotient -] +0-|+0-

e Conclusion:

Y =—]oo; —2[U[-1; 0[U]2; +o0]

I\Y

a)

b)

c)

d

(3 points)
lim (—x+1) =—-ocodonc
X—+00
. —x+1 _ X
dm e = Jim % =[0]
lim (—x+1)=+oc0
X——00
donc lim e **!=lime* = +oo0.

X——00 X—

lim (x+1)=-oc0.
X——00
Par produit, on trouve :| lim (x+ De ™= -0
X——00
On a une forme indéterminée :
v X X
X, — = ————.
1 1
eX ex (1 + e—x)
1
lim e*=+ocodonc lim |1+ —|=1
X—+00 X—+00 eX
X X
lim (—) =0car lim (— = +o0 (croissances comparées).
x—+oo \ ¥ x—+oo\ x

Par conséquent :| lim ( ):
x—+ooleX +1

Vx#£1, (x+ e *1=—"— —x+l
-x+1

hm XeX =0 (enposant X = —x+1 et

x(—x+1)e

hm ( x+1De =

—00
en apphqnant les formules de croissances comparées).

lim (x+1 _ x+1 _ (1+;) _ 1+;
x—+oo| —x+1 —x+1  x(-1+1) -1+44
Par produit, on trouve xliIElm(x +Dhe =0
(3 points)
1. ,lcii% (exx— 1) =1 car la limite est le nombre dérivé de exp

=f "(a) si la limite existe et est réelle

en
( f(X) f()

2
C _ _ X .
2. « Continuité : Vx#0, f(x) = 1 =Xxx =1
lim( al ) = 1 d’apres la question précédente, donc
x—0\e* — lx
}Cl_r%(xx - _1) =0; or f(0) =0 donc )l(li%f(x) =f(0) |:
la fonction f est continué en 0.
e Dérivabilitéen0:
- f( - f(
fO-fO  _ x doil llIn(f(x) f( )) _
X er—-1 x—0 X
. X , N AN .
,%li% (ex — 1) =1 d’apres la premiere question.

f estdonc dérivableen 1 et



Voila la courbe (non demandée) qui illustre les résultats :

VI (2 points)

On considére la fonction f : x— xe*, définie sur R.

1. o xlim f(x) =0 (croissances comparées)
——00

e lim e = +oo donc, par produit :

lim f(x) = +oo.
X—+00 X—+00

2. f est dérivable sur R comme produit de fonctions déri-
vables.
VxeR, f(x)=1xe*+xxe*donc| f'(x) = (x+1e" |

f'(x) est du signe de x + 1, donc nul en -1, négatif pour
x < —1 et positif pour x = —1.

f est donc décroissante sur | —oco ; —1 et croissante sur

[-1; +o0].
1
“l=—el=--%-0,4
I .
X |-oo -1 +00
f'(x) - 0+
0 +00
@ \ /
1
3. e
4. Courbe:
A
4 4
3 4
2 4
1 4
5 L4 -3 = L 5

VvII (3 points)

Le plan complexe est muni d'un repere orthonormal
(O; U ; V) (unité =4 cm).
On note A, B, C et D les points d’affixes respectives

o 3 3
a=1 b=e'3 c=—+£i
2 2
2 2
3 9 3 12
L el = ) +(£) =\/=+"4=1/—=V3.
2 4 4

1 3 oz
Alors ¢ = \/5(5 + %1) = /3¢l
2. (a) PB est sur le cercle trigonométrique et la droite
1
d’équation x = 7
b2
arg(c) = r donc on place le point du cercle trigono-

1
métrique qui est sur la droite d’équation y = —; alors

C est sur l'intersection de la demi-droite [OE) et du
cercle de centre O et de rayon v/3.

A
—

(b) « OA=1 (évident)
e OB =1 (évident)
¢ BC =1 (évident car ce sont des points de méme
ordonnée)

V3 1

3
e« AC=|c—al=|>+-—2i-1|=|=
2" 2 2

Les quatre cotés du quadrilatere OACB ont la méme
longueur, 1, donc c’est un losange.

V3

+—il=1
2

VIII Racine ni*™e de l'unité (2 points)

11y avait quelques fautes de frappe dans I'énonce.
Pour tout n € N*, on appelle racine n*™e de 1’'unité tout nombre
complexe tel que z" = 1.
On note U,, 'ensemble des racines ni*™e de 'unité.
Par exemple : Uy = {-1; 1}.
1. Soitne N*.(e%)n = 2ikm
de U,,.
2. Réciproquement : soit z = relf.
e Z'=1=|z"=1=|z/"=1donc r" =1dour =1.

On en déduit z = €',

=1 donc c’est bien un élémernt

) 2km
e l=loe=1lond=0+2kno=""2.
n

Les racines ni¢™e de I'unité s’obtiennent en faisant varier
kde0an-1



