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Exercice 1

1.
v0 = 0 v1 = v0 +2×0+1 = 0+0+1= 1

v2 = v1 +2×1+1= 1+2+1 = 4 v3 = v2 +2×2+1 = 4+4+1= 9

v4 = v3 +2×3+1= 9+6+1 = 16

On conjecture que, pour tout n ∈N, un = n2 .

2. Posons, pour n ∈N : P (n) : « un = n2 »

⋄ Initialisation :

02 = 0 = u0 donc P (0) est vraie.

⋄ Hérédité :

Supposons qu’il existe p ∈N tel que P (p) soit vraie et montrons qu’alors P (p +1) est vraie.

On a :

up+1 = up +2p +1

= p2 +2p +1 d’après l’hypothèse de récurrence

= (p +1)2

Donc P (p +1) est vraie.

⋄ Conclusion :

D’après l’axiome de récurrence, P (n) est vraie pour tout n ∈N.

Exercice 2

a) Considérons la suite (un) définie sur N par un = 2−
1

n +1
.

La suite (un) est croissante, majorée par 3 mais converge vers 2.

b) Considérons la suite (vn) définie sur N par vn = (−1)n .

La suite (vn) est bornée puisque, pour tout n ∈N, −1 É vn É 1.

Pourtant, (vn) ne converge pas (elle n’a pas de limite).

c) Considérons à nouveau la suite (vn) définie sur N par vn = (−1)n .

Le produit de cette suite par elle-même est la suite constante égale à 1, qui converge.
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Exercice 3

1. a.
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b. On conjecture que la suite (un) est décroissante et converge vers 1.

2. a. Posons, pour n ∈N : P (n) : « un −1 > 0 »

⋄ Initialisation :

u0 −1 = 5−1= 4 > 0 donc P (0) est vraie.

⋄ Hérédité :

Supposons qu’il existe p ∈N tel que P (p) soit vraie et montrons qu’alors P (p +1) est vraie.

On a : up+1 −1 =
4up −1

up +2
−1 =

4up −1−up −2

up +2
=

3up −3

up +2
=

3(up −1)

up +2
. Or, d’après l’hypothèse de

récurrence, up −1 > 0 donc :

• 3(up −1) > 0

• up +2 > 3 > 0.

Par quotient, up+1 −1 > 0 . Donc P (p +1) est vraie.

⋄ Conclusion :

D’après l’axiome de récurrence, P (n) est vraie pour tout n ∈N.

b. On a montré dans la question précédente que la suite (un) était minorée (par 1).

Montrons qu’elle est décroissante.

Pour tout n ∈N,

un+1 −un =
4un −1

un +2
−un =

4un −1

un +2
−

un(un +2)

un +2
=

−u2
n +2un −1

un +2
=

−(u2
n −2un +1)

un +2
=

−(un −1)2

un +2

Or un −1 > 0 et un +2 > 0 d’après la question précédente. D’où un+1 −un < 0, ce qui prouve que la

suite (un) est décroissante.

La suite (un) est décroissante et minorée, donc convergente vers une limite ℓÊ 1.

Comme f est continue, ℓ est solution de l’équation f (x) = x, donc ℓ = 1 (voir fin du chapitre sur la

continuité)
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3. a. Pour tout n ∈N, vn+1−vn =
1

un+1 −1
−

1

un −1
=

1
4un−1
un+2

−1
−

1

un −1
=

1
4un−1−un−2

un+2

−
1

un −1
=

un +2

4un −1−un −2
−

1

un −1
=

un +2

3(un −1)
−

1

un −1
=

un +2−3

3(un −1)
=

un −1

3(un −1)
=

1

3
.

Donc la suite (un) est arithmétique de raison
1

3
.

b. On en déduit que, pour tout n ∈N, vn = v0 +nr . Or v0 =
1

u0 −1
=

1

4
.

Donc, pour tout n ∈N, vn =
1

4
+

1

3
n .

Or vn =
1

un −1
⇔ un −1 =

1

vn
⇔ un =

1

vn
+1 d’où un =

1
1
4
+ 1

3
n
+1 .

c. Par somme et produit, lim
n→+∞

(

1

4
+

1

3
n

)

=+∞.

Par quotient, lim
n→+∞

1
1
4
+ 1

3
n
= 0.

Par somme, lim
n→+∞

un = 1 .

Exercice 4

Partie A :

1. Pour tout entier naturel n :

un+1 −un =
1+3un

3+un
−

un(3+un)

3+un
=

1+3un −un(3+un)

3+un
=

1+3un −3un −u2
n

3+un
=

1−u2
n

3+un

=
(1−un)(1+un)

3+un

2. On étudie le signe de un+1 −un c’est-à-dire celui de
(1−un)(1+un)

3+un
.

Par hypothèse, un > 1 donc 1−un < 0 et 1+un > 2 > 0 et 3+un > 4> 0.

Par produit et quotient,
(1−un)(1+un)

3+un
< 0, ce qui prouve que la suite (un) est décroissante.

La suite (un) est par ailleurs minorée par 1, donc elle converge.

Partie B :

1. Pour n = 3, on obtient le tableau suivant :

i 1 2 3

u 0,8 1,077 0,976

car :
1+0,5×2

0,5+2
= 0,8 ;

1+0,5×0,8

0,5+0,8
=

14

13
≃ 1,077 et

1+0,5× 14
13

0,5+ 14
13

=
40

41
≃ 0,976

2. On conjecture que la suite (un) converge vers 1.

3. a. Pour tout entier naturel n, on a :

vn+1 =
un+1 −1

un+1 +1
=

1+0,5un

0,5+un
−1

1+0,5un

0,5+un
+1

=
1+0,5un−(0,5+un )

0,5+un

1+0,5un+0,5+un

0,5+un

=
−0,5(un −1)

1,5(1+un)
=

−0,5

1,5
vn =

−1

3
vn .
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Donc la suite (vn) est géométrique de raison
−1

3
.

b. v0 =
u0 −1

u0 +1
=

2−1

2+1
=

1

3
. Donc, pour tout entier naturel n, on a : vn =

1

3
×

(

−1

3

)n

4. a. Pour tout entier naturel n,

(

−1

3

)n

< 1 donc
1

3
×

(

−1

3

)n

<
1

3
. Donc vn 6= 1.

b. Pour tout entier naturel n,

vn =
un −1

un +1
⇔ vn(un +1) = un −1 ⇔ vn ×un + vn = un −1 ⇔ vn ×un −un = −vn −1 ⇔ un(vn −1) =

−(vn +1) ⇔ un =
−(vn +1)

vn −1
⇔ un =

vn +1

1−vn

c. Comme −1 <
−1

3
< 1, lim

n→+∞

(

−1

3

)n

= 0. Donc, par produit, lim
n→+∞

vn = 0.

Par somme, lim
n→+∞

(1+vn) = 1 et lim
n→+∞

(1−vn) = 1.

Par quotient, lim
n→+∞

un = 1 .

Exercice 5

1. Pour tout réel x, on a : 3x2 +5x +1= x2

(

3+
5

x
+

1

x2

)

.

Or lim
x→−∞

5

x
= lim

x→−∞

1

x2
= 0.

Donc, par somme, lim
x→−∞

(

3+
5

x
+

1

x2

)

= 3.

Or lim
x→−∞

x2 =+∞. Donc, par produit, lim
x→−∞

3x2 +5x +1=+∞

2. Pour tout réel x différent de −
3

2
, on a :

3x2 +3x −1

2x +3
=

x2
(

3+ 3
x
− 1

x2

)

x
(

2+ 3
x

) =
x

(

3+ 3
x
− 1

x2

)

2+ 3
x

.

Or lim
x→−∞

3

x
= lim

x→−∞

1

x2
= 0. Donc, par somme lim

x→−∞

(

3+
3

x
−

1

x2

)

= 3 et lim
x→−∞

(

2+
3

x

)

= 2.

De plus, lim
x→−∞

x =−∞.

Donc, par produit et quotient, lim
x→−∞

3x2 +3x −1

2x +3
=−∞

3. Pour tout réel x non nul, on a :

p
x

x +
p

x
=

p
x

x
(

1+
p

x
x

) =
1

p
x

(

1+ 1p
x

) .

Or lim
x→+∞

1
p

x
= 0 par quotient.

Par somme, lim
x→+∞

1+
1
p

x
= 1.

Donc par produit et quotient, lim
x→+∞

p
x

x +
p

x
= 0

4. Pour tout réel x différent de −3,
x2 −9

x +3
=

(x −3)(x +3)

x +3
= x −3 donc lim

x→−3

x2 −9

x +3
=−6 .

5. Pour tout réel x, on a :

−1 É sin(3x +7) É 1⇔ x É x +1+ sin(3x +7) É x +2
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Or lim
x→+∞

x =+∞.

Donc, d’après le théorème de minoration, lim
x→+∞

(x +1+ sin(3x +7))=+∞ .

Exercice 6

1. Pour tout x > 1, on a :

−1 É sin x É 1 ⇔ 2x −1 É 2x + sinx É 2x +1

⇔
2x −1

x −1
É

2x + sin x

x −1
É

2x +1

x −1
car x −1 > 0

⇔
2x −1

x −1
É f (x) É

2x +1

x −1

2. Pour tout x > 1, on a :
2x −1

x −1
=

x
(

2− 1
x

)

x
(

1− 1
x

) =
2− 1

x

1− 1
x

.

Or lim
x→+∞

(

2−
1

x

)

= 2 et lim
x→+∞1− 1

x

= 1 donc, par quotient, lim
x→+∞

2x −1

x −1
= 2.

On montre de même que lim
x→+∞

2x +1

x −1
= 2.

D’après le théorème des gendarmes, lim
x→+∞

f (x) = 2 .

Bonus

1. Faux. Si (un) converge vers 0, la suite (vn) est divergente puisque lim
n→+∞

−4

un
= ±∞ (suivant le signe de

un).

2. Faux. Si (un) est minorée par 2, alors (vn) est minorée par −2 puisque :

un Ê 2 ⇔
1

un
É

1

2
⇔

4

un
É 2⇔

−4

un
Ê−2⇔ vn Ê−2

Contre-exemple : (un) définie par un = 2+
1

n
. Alors v1 =

−4

2+ 1
1

=
−4

3
donc (vn) n’est pas minorée par 2.

3. Faux. Contre-exemple : (un) définie par un =
1

n +1
. On a alors vn =

−4
1

n+1

=−4(n +1).

La suite (vn) est décroissante bien que la suite (un) soit également décroissante.

4. Faux. Si (vn) est la suite divergente définie par un = (−1)n , alors (vn) est définie par vn =
−4

(−1)n
.

Or la suite (vn) est également divergente puisqu’elle n’admet pas de limite. (un vaut −4 si n est pair et 4

si n est impair).
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