TS : corrigé du controéle sur les suites et démonstrations par récurrence

(2 heures)

Appelons P, la proposition :|9" — 1 =8k, |, avec k, € Z.

Démontrons cette proposition par récurrence.

« Initialisation:9°—1=1-1=0=8ky avec ko =0€ Z.
La proposition est vraie au rang n =0

» Hérédité : on suppose la proposition vraie pour un rang n quelconque, donc 9" — 1 =8k,, k, € Z.
Alors: 9" —1=9x9"-1=9x 8k, +1)—-1=8x9k, +9—1=8x9k, +8=|8(9k, + 1) = 8k, |avec
La proposition est héréditaire.

D’apres I'axiome de récurrence, la proposition est vraie pour tout 7.

II
Soit P, la proposition : .
Démontrons-la par récurrence :
o Initialisation: pour n=0,2"=2=1etn/+1=0+1=1donc2" > n+1 pour n =0.

o Hérédité : on suppose P, vraie pour un entier n quelconque, donc2” = n+1.
Alors:2" =2 n+1=2x2" =2(n+1) en multipliant par 2.
Onendéduit2"!' >2n+2=n+n+2=>n+2carn=0donc
La proposition est héréditaire.

2"l s (1) +1.

D’aprés 'axiome de récurrence, la proposition est vraie pour tout 7.

III

Calculer la somme :
i=29
S=3+7+11+---+119= ) (3+4i).
i=0
C’est la somme de termes consécutifs d'une suite arithmétique, de premier terme o = 3 et de raison r = 4.

La s%nrr%e contie?t 3%) Oter?gles.1 19)
x (Ug+ U x (3 +
S= 07 *29/ - —15x 122 =[1830

2 2

IV

voir cours

Vv

. . o Ug =2
Soit (u,) la suite définie par : { 0 .
Un+1 = Un(l+ Up)
1. Montrons par récurrence que tous les termes de cette suite sont positifs.
« Initialisation : uy = 2 > 0 donc le premier terme de la suite est positif.

o Hérédité : On suppose que la propriété est vraie a un rang n quelconque, donc u, >0/
Alors 1+ u-0et u-0 donc u, (1+ u,) >0, c'est-a-dire u, 4+, > 0. La proposition est héréditaire.

D’apres 'axiome de récurrence, la proposition est vraie pour tout n.Tous les termes de la suite sont
strictement positifs.



Un+1

2. Pour tout n, u,; >0 et =1+ u, > 1 puisque u, > 0 donc la suite (u,) est croissante.

Un
VI
On considere la suite (w,) dont les termes vérifient, pour tout nombre entier naturel n > 1:
wy=letnw,=Mm+1Dw,_1+1.

Le tableau ci-dessous donne les dix premiers termes de cette suite :

Wwo w1 wo w3 Wy Whs We [2%4 Wg Wq
1 3 5 7 9 11 13 15 17 19

210
1. Onremplace npar 10: 10w;p=11wg+1=11x19+1=210donc wyy = To :.

2. On conjecture que donc que cette suite est arithmétique, de premier terme wy = 1 et de
raison r = 2.

Démontrons cette conjecture par récurrence.
e Initialisation: n=0:2x0+1 =1 = wy donc c’est vrai au rang 0.

o Hérédité : on suppose la propriété vraie aurang n: w, =2n+ 1.
On calcule alors wy,+; : d’apres la définition de la suite (w,), ona:
(n+2Qw,+1 _ (n+2)@2n+1D+1 _ 2n2+5n+3 _(n+1)(2n+3)

on+1l1 n+l n+l n+1l
La propriété est vraie au rang n + 1 et elle donc héréditaire.

Wpsl = =2n+3=2(n+1)+1.

D’apres I'axiome de récurrence, cette propriété est vraie pour tout n € N.
‘Pourtoutnel\l, wyp=2n+1 ‘

3. Onadonc u, =2n+1 pour tout n et| uzgpo = 4001

VII

2u, +4

Soit la suite (u,) définie par up = 1 et pour tout entier naturel n par u,+; = 3

8 28
1. Onaulz, ugzetugz 9

2. Le plan est rapporté a un repére orthonormal (O ; T ; 7) (unités graphiques : 2 cm).

(a) voir graphique ci-dessous

(b) Voir graphique ci-dessous :
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0 1 0
(c) On conjecture que la suite tend vers 4.



3. On considere la suite (v,) définie pour tout entier naturel n par v, = u, — 4.

() Pour tout 7€ N go2Untd | 2unt4-12 2un-8 204 _2

a our tout n , U =u —4 = 4 = — _ — Sy — _
n+1 n+1l 3 3 3 3 2 "

2

—Up.

3 n

2 2
PourtoutneN, v, = 3 v, donc la suite (v,) est géométrique, de raison g = 3

(b) Onavg=uyg—4=-3.

n
Comme (v,) est géométrique, v, = voq" = —3 x (5) .

2 n
Alors un:vn+4:4—3(§)

n—+oo n—+oo

2 . 2\" N s
() —1<§<1donc lim |=| =0dou| lim wu,=4|

VIII
Ug=2
Soit (1) nen la suite définie par : 3u,; -2
Up+1 =
8
4 3X§—2 g
1. (a) On asuccessivement ulz, Uy = 1 === .
2x=-1 -
3 5
3u,—-2 2u,—-1+u,—-1 2u,—1 up,—1 u,—1
(b) Pourtout n, u,+1 = L =7 L == )+ L =|1+—2 .
2u,—1 2u,—1 2u,—1  2u,-1 2u,—1

(c) Montrons par récurrence que u, > 1 pour tout 7 :
o Initialisation : ©p =2 > 1 donc c’est vrai au rang n = 0.

o Hérédité : on suppose que u, > 1 pour un rang n quelconque.
Alors u,—1>0et2u,—1>0doncdfracu,—12u,—1>0d'oul+dfracu,—12u, —1>1cest-

a-dire| v, > 1|

La propriété est héréditaire.

D’apres I'axiome de récurrence, u, > 1 est vrai pour tout n. Le dénominateur ne s’annule jamais
donc la suite est définie pour tout 7.

1
2. Soit (V) nen la suite définie par: v, = T
u” -
(@) v, est bien défini puisque u;, > 1.
1 1 1 2up,—-1 2(up—-1+1
Pour tout n, v,y = = = = =

1+

-1
2uy,—1 2uy,—1

1

Vn eN, vy = v, +2 donc la suite (v,) est arithmétique, de raison r = 2 et de premier terme
1

Vo= =1
0 u()—l
(b) Onen déduitque v, =vo+nr=1+2ndoncv,=2n+1.
1 1 N 1 2n+2 2(n+1)
v, = SuU,—1=—-= dou u, = +1= =
Up—1 v, 2n+1 2n+1 2n+1 2n+1




