TS : devoir sur feuille n° 4

On note R 'ensemble des nombres réels et on
considere la fonction f définie sur R par

fx)=xe* 1 +1.
On note ¥ sa courbe représentative dans un re-
i57).

Partie A : étude de la fonction

pere orthonormé (O ;

1. Déterminer la limite de f en —oo.
Que peut-on en déduire pour la courbe € ?

2. Déterminer la limite de f en +oo.

3. On admet que f est dérivable sur R, et on note
f' sa fonction dérivée.
Montrer que, pour tout réel x :

fl(x) = (x+1)e !,

4. Ftudier les variations de f sur R et dresser son
tableau de variation sur R.

Partie B : recherche d’'une tangente particuliere

Soit a un réel strictement positif. Le but de cette
partie est de rechercher s'il existe une tangente a la
courbe ¢ au point d’abscisse a, qui passe par 'ori-
gine du repere.

1. On appelle T, la tangente a € au point d’abs-
cisse a. Donner une équation de T,.

2. Démontrer qu'une tangente a € en un point
d’abscisse a strictement positive passe par |’ori-
gine du repere si et seulement si a vérifie 'éga-
lité :

1-a’e ! =0.

3. Dans cette question, toute trace de recherche
méme incomplete sera prise en compte dans
l'évaluation.

Démontrer que 1 est I'unique solution sur I'in-
tervalle |0 ; +oo[ de I'équation

1-x%e"1=o0.

4. Donner alors une équation de la tangente re-
cherchée.

II

Soit (u,) la suite définie pour tout entier naturel n
non nul par

N =

n+1
2n

Un+1

1. Calculer uy, us et uy.

2. (a) Démontrer que, pour tout entier naturel n
non nul, u, est strictement positif.
(b) Démontrer que la suite (u;) est décrois-
sante.
(c) Que peut-on en déduire pour la suite (u,,) ?

3. Pour tout entier naturel n non nul, on pose
Vn -

(a) Démontrer que la suite (v,) est géomé-
trique. On précisera sa raison et son pre-
mier terme v;.

(b) En déduire que, pour tout entier naturel n

non nul,
n

= ﬁ .
4. Soitla fonction f définie surl'intervalle [1 ; +oo|
par f(x) =lnx—xIn2.

Un

(a) Déterminer lalimite de f en +oo.

(b) En déduire la limite de la suite (u;,).
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III

Dans cet exercice les deux parties peuvent étre trai-
tées indépendamment.

Dans le plan complexe rapporté au repere ortho-
normal direct (O; U ; V), on appelle A le point d’af-
fixe 1 et € le cercle de centre A et de rayon 1.

La figure sera réalisée sur une feuille de papier
millimétré avec 4 cm pour unité graphique.

Partie A

On considere I’équation

(B): z°-2z+2=0,

ol z est un nombre complexe. On appelle z; et z,
les solutions de (E).

1. Résoudre I'équation (E) dans I'ensemble des
nombres complexes C.

2. On appelle M; et M, les points d’affixes respec-
tives z1 et zp danslerepére (O; U ; 7). Montrer
que M, et M, appartiennent au cercle 6.

Partie B

On considere 'application f du plan complexe
qui a tout point M d’affixe z distinct de A associe le
point M’ d’affixe z' définie par

, 2z-1

z = .
2z-2

1. Placer le point A et tracer le cercle €6 sur une fi-
gure que I'on compleétera au fur et a mesure.

2. Montrer que pour tout complexe z distinct de 1
ona

1
!/
z-1)(z-1)=—.
(#-1)e-D=;
3. Montrer que pour tout point M distinct de A on
a:
, 1
e AMxAM = 5 ;
o« M'#A;
. (Ti;m)+(fl;AM’) =0+2km,
ol k estun entier relatif

4. On considére le point P d’affixe zp = 1+ el
Construire le point P.

5. En utilisant la question 3, expliquer comment
construire le point P/, image de P par f, et réali-
ser cette construction.

6. Dans cette question toute trace de recherche,
méme incomplete ou d’initiative, méme infruc-
tueuse, sera prise en compte dans l'évaluation.
Soit un point M appartenant a la droite D

d’équation x = 1 Soit M son image par f.

(a) Montrer que le point M’ appartient au
cercle €' de centre O de rayon 1.

(b) Tout point de ¢’ a-t-il un antécédent par

f?

| \Y
Soit f la fonction définie sur ]0 ; +oo[ par

1+Ilnx

fx)=x*+x-

et ¢ sa courbe représentative.

1. On consideére la fonction h définie sur |0 ; +ool
par h(x) = 2x3+ x> +Inx.

(@)

Justifier que h est strictement croissante
sur |0 ; +oo]

(b) Etudier les limites de & en +oo et 0.

(c) Montrer que I'équation h(x) = 0 admet
une solution unique «; en donner un en-

cadrement d’amplitude 10>

(d) En déduire le signe de h(x) selon les va-

leurs de x.

2. (a) Etudier les limites de f en 0 et +oo.

En déduire une asymptote a ¢ .

(b) Justifier que f'(x) a méme signe que h(x)

sur |0 ; +ool.
(c)
(d)

Dresser le tableau de variation de f.

Tracer alors la courbe représentative de f.
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