Exercices sur les graphes probabilistes (feuille n° 2)

I Métropole, juin 2008

Deux fabricants de parfum lancent simultanément leur nou-
veau produit qu’ils nomment respectivement Aurore et Boréale.
Afin de promouvoir celui-ci, chacun organise une campagne de
publicité.

Lun d’eux controle l'efficacité de sa campagne par des sondages
hebdomadaires.

Chaque semaine, il interroge les mémes personnes qui toutes se
prononcent en faveur de I'un de ces deux produits.

Au début de la campagne, 20 % des personnes interrogées pré-
ferent Aurore et les autres préferent Boréale. Les arguments
publicitaires font évoluer cette répartition : 10 % des per-
sonnes préférant Aurore et 15 % des personnes préférant Boréale
changent d’avis d'une semaine sur I'autre.

La semaine du début de la campagne est notée semaine 0.

Pour tout entier naturel n, I’état probabiliste de la semaine 7 est
défini par la matrice ligne P, = (a, by), ou a, désigne la proba-
bilité qu'une personne interrogée au hasard préfére Aurore la se-
maine n et b, la probabilité que cette personne préfére Boréale
la semaine n.

1. Déterminer la matriceligne Py del’état probabiliste initial.

2. Représenter la situation par un graphe probabiliste de
sommets A et B, A pour Aurore et B pour Boréale.

3. (a) Ecrirela matrice de transition M de ce graphe en res-

pectant I'ordre alphabétique des sommets.
(b)
4. (a)

Montrer que la matrice ligne P est égalea (0,3 0,7).

Exprimer, pour tout entier naturel n, P, en fonction
de Py et de n.

(b) Endéduirela matrice ligne Ps. Interpréter ce résultat.

Dans la question suivante, toute trace de recherche méme
incomplete ou d'initiative méme non fructueuse sera prise
en compte dans l'évaluation.

5. Soit P = (a b)lamatriceligne del'état probabiliste stable.
(a) Déterminer a et b.

(b) Le parfum Aurore finira-t-il par étre préféré au par-
fum Boréale ? Justifier.

II Centres étrangers, juin 2006
Les questions 1 et 2 peuvent étre traitées de facon indépendante.

1. Dans une région, on consideére trois types de temps : beau,
variable, pluvieux.
On sait que :
— §’il fait beau un jour donné, la probabilité qu'il fasse

1
beau le lendemain est 3 etla probabilité qu’il pleuve est
1

6
— Si le temps est variable, la probabilité qu’il soit variable

1 1
le lendemain est 1 et la probabilité qu’il pleuve est 3

1
— S'il pleut, la probabilité qu’il pleuve le lendemain est 1

1
et la probabilité qu'il fasse beau est >

On note

— B:«letemps est beau »;

— V:«le temps est variable »;
- P:«le temps est pluvieux ».

(a)
(b)

Représenter la situation par un graphe probabiliste.

Donner la matrice de transition de ce graphe. Les
sommets B, V, P seront rangés dans cet ordre.

(c) Pour tout entier naturel n, I'état probabiliste dans n
jours est défini par la matrice ligne P, = (b, vy py)
ol b, désigne la probabilité qu'il fasse beau dans
n jours, v, la probabilité que le temps soit variable
dans n jours et p, la probabilité qu’il pleuve dans n
jours.
Aujourd’hui il fait beau, on a donc Py(1 0 0) matrice
ligne décrivant I'état initial.
Déterminer la probabilité de chaque type de temps
dans 2 jours.

2. Dans une autre région, on note B : «il fait beau » B:«il ne
fait pas beau ».
Les variations du temps sont représentées par le graphe

suivant :
2
3 \

W =
il B

] w

(a) Donner la matrice de transition T de ce graphe.

(b) SoitQ=(xy)avecx+y=1.
Déterminer x et y tels que Q = QT et interpréter le
résultat.

III Nouvelle Calédonie, mars 2007

Deux joueurs A et B, amateurs de tennis, décident de jouer

une partie toutes les semaines.

o La probabilité que A gagne la partie de la premiere se-
maine est0,7.

e Si A gagne la partie de la semaine n, il garde la méme
stratégie de jeu la semaine suivante, et la probabilité qu’il
gagne alors la partie de la semaine (7 + 1) est seulement de
0,4.

e SiAperdlapartie dela semaine 7, il change de stratégie de
jeu pour la semaine suivante, et alors, la probabilité qu'il
gagne la partie de la semaine (n + 1) estde 0,9.

Pour tout entier n supérieur ou égal a 1, on désigne par A, I'éve-
nement : « A gagne la partie de la ni*™e semaine », par B, I'éve-
nement : « B gagne la partie de la n®™® semaine », et on note
an =pAnp).

Le but de cet exercice est de rechercher la limite de la suite (a;,),
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en utilisant deux méthodes différentes.

Premiere méthode : graphe probabiliste

Pour tout entier naturel n non nul, on désigne par P, =
(an 1-ay) la matrice des probabilités associée a la ni*me se-
maine.

1. Décrire cette situation a 'aide d'un graphe probabiliste, et

donner la matrice M de transition associée a ce graphe.
0,7 03 3 (0,55 0,45
t M° = .

0,45 0,55) € (0,675 0,325)
Quelle est la probabilité pour que A gagne la partie de la
4tme semaine ?

2. On donne M? = (

3. Déterminer la matriceligne P = (x 1-x)telleque PxM =
P.

4. En déduire lalimite de la suite (a,) et interpréter le résultat
obtenu.

Deuxieme méthode : probabilité et suites

Dans cette deuxiéme partie, on ne tient pas compte de résultats
démontrés dans la partie précédente.

1. (a) Recopier sur votre copie l'arbre ci-dessous, et com-
pléter I'arbre avec les 5 probabilités manquantes.

Ay, Ap+1
(220
Bn+1
An+1
Bn Bn+1

(b) Justifier que a,+1 =0,9-0,5a, pour tout entier »n su-
périeur ou égal a 1.
2. On considere la suite (u,) définie pour tout entier n supé-
rieur ou égal a 1 par: u, = a, —0,6.
(a) Démontrer que (u,) est une suite géométrique de
raison (—0,5).

(b) En déduire I'expression de a, en fonction de #n, puis
la limite de la suite (a;,).

IV Amérique du Nord mai 2008

Les parties I et IT sont indépendantes

Partie I (calculs exacts demandés)

Sur une route, deux intersections successives, «a» et "b" sont
munies de feux tricolores. On suppose que ces feux ne sont pas
synchronisés et fonctionnent de manie re indépendante On ad-
met que :

w

— La probabilité que le feu de "a" soit vert est égale a —;

—

— La probabilité que le feu de "b" soit vert est égale a >

non

On note A I'évenement : «le feu de "a" est vert », B 'évéenement
«le feu de "b" est vert ».
Un automobiliste passe successivement aux deux intersections

non

a"et"b".

1. Calculer la probabilité qu'a son passage, les deux feux
soient verts.

2. Calculer la probabilité qu’a son passage, il rencontre au
moins un feu vert.

Partie II (résultats demandés 2 102 pre s)
Pour se rendre a son travail, Mathurin rencontre une succession
d’intersections de feux tricolores dont le fonctionnement est dé-
crit ci-dessous :
A chaque intersection :
— Sile feu est vert, il le sera a I'intersection suivante avec la
probabilité 0,9 ou sera rouge avec la probabilité 0, 05.
— Sile feu est orange, il le sera a I'intersection suivante avec
la probabilité 0,1 ou sera vert avec la probabilité 0, 8.
— Sile feu est rouge, il le sera a 'intersection suivante avec la
probabilité 0,5 ou sera orange avec la probabilité 0, 05.
n étant un entier naturel non nul, on note :
— V, la probabilité que Mathurin rencontre un feu vert a la
n-ie me intersection,
— O, la probabilité que Mathurin rencontre un feu orange a
la n-iéeme intersection,
— Ry la probabilité que Mathurin rencontre un feu rouge a la
n-ie me intersection,
- P, = [V, Oy, Ryl la matrice traduisant I'état probabiliste
du n-ié me feu tricolore.

1. (a) Construire un graphe probabiliste pour décrire cette
situation.

(b) Donner la matrice de transition M complétée de ce

graphe :
0,05 0,05
M=10,8 0,1
0,45 0,5

2. (a) Silepremier feu rencontré est vert, donner la matrice
P; del'état initial puis calculer P;.
(b) On donne P35 =[0,87 0,05 0,08]. Quelle est la proba-
bilité que le quatrié me feu soit vert?

3. Sile premier feu rencontré est rouge, donner la matrice P;
de I'état initial puis calculer P;.

4. On remarque que, quelle que soit la couleur du premier
feu rencontré, on obtient a partir d'un certainrang n: P, =
(0,85 0,05 0,10].

Donner une interprétation concre te de ce résultat.
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