Fonction logarithme népérien
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I Définition
\

P
Déﬁnition
On appelle fonction logarithme népérien, notée In, 'unique fonction telle que :

¢ In est définie et dérivable sur |0 ; +oo]
e In(1)=0

e Pour tout x>0, In’(x) =

- J
Remarque : on écrit souvent In x a la place de In(x).

S| =

Remarque : une expression de la forme In (u(x)) est définie si, et seulement si, u(x) >0

Exemples :
e In(x — 3) est définie si, et seuelement si, x —3 > 0 donc pour x > 3.
e In(1 — x) est définie pour 1 — x > 0, donc pour x < 1.

1)1 3
X+—=| +=->0
2

o In(x*+x+1) estdéﬁniesurIRcarx2+x+1>0p0urt0utx, P+x+1= 2

II Sens de variation, courbe représentative

1. Sens de variation : )
On a vu que : In’(x) = —; comme x > 0, In'(x) > 0 donc la fonction In est strictement croissante sur
x
10; +ool.



2. Tableau de variations
La tabeau de variations est :

X 0 +00
f(x) +
+00
fx) /
-0

3. Signe
On a vu dans la définition que In(1) = 0.
On en déduit que :

e Si0<x<1,In(x)<0
e six>1,Inx>0

4. Equations et inéquations Soient a et b deux nombres strictement positifs.
e Ina=Inbestéquivalenta a = b.

e Ina<Inbestéquivalenta a < b.
Ina >Inb est équivalent a a > b.

5. Nombre e
On appelle e le nombre (unique) dont le logarithme vaut 1 (notation due a Euler) : .
Valeur approchée: e =~ 2,718

6. Courbe représentative

\
\

O

Equations du type : In(u(x)) =0
In(ux)) =0 In(u(x))=Inl o u(x)=1

Exemple:In(x—3) =0équivauta x >3 etx—3=1doncx =4
Equations du type : In(u(x)) = In(v(x)), avec u(x) et v(x) strictement positifs ; il faut alors que u(x) = v(x).

III Fonction x— In[u(x)]

Soit u une fonction définie, strictement positive et dérivable sur un intervalle I.
On consideére la fonction f, composée de u suivie de la fonctionIn: f =Inou.
f est définie par f(x) =In(u(x)).

Page 2/3



u
f est dérivable et| f' = — |donc, pour tout x € I,| f’(x) =
u

Exemple :
Soit f la fonction définie sur R par f(x) = In(x* + x +1).

f(x) =In(u(x)) avec u(x) = x°+x+1. uest dérivable, strictement positive sur R et u' x=2x+1.
u'(x) | 2x+1
u(x) | xX2+x+1

Alors f'(x) =

IV Propriétés algébriques

Préliminaire : étude d’une fonction :

Soit a > 0 un réel fixé, mais quelconque. On considere alors la fonction f définie par f(x) = In(ax) —In(x).

, a 1 1 1
Pourtoutx>0Oona: f'(x)=—-—=—-—=0.

La dérivée de f est nulle, doncé)fa f(icnction ]%C est constante.

Pour calculer cette valeur constante, il suffit de calculer f pour une valeur particuliere de x.
Pour x =1, on obtient f(1) =In(a) —In(1) =In(a).

On en déduit que, pour tout x > 0, f(x) =1n(a), donc‘ In(ax) —In(x) =In(a) |

Par conséquent : | In(ax) = In(a) +In(x) | (le logarithme d'un produit est égal a la somme des logarithmes).

.
Propriétés

a et b sont deux nombres strictement positifs ; n est un entier relatif.

1. Produit:In(ab) =lna+Inb

1
2. Inverse: ln(—) =-Ilna
a

w

. Quotient: ln(%) =lna-Inb

4. Puissances:In(a”) =nlna

1
5. Racine carrée:lnva= 5 Ina

Démonstrations :

In(ab) =Ina+Inb découle de ce qu'on a vu dans I’étude préliminaire.

ln(a X l) =1In(a) +ln(l) et ln(a X l) =In(1) =0 donc ln(l) =—In(a).
a a a a

ln(%) = ln(a x %) =1In(a) +1n (%) =1In(a) + (—In(b)) =In(a) —In(b).

In(a")=In(axax---a)=In(@ +In(a) +---+1n(a) = nln(a).

+ In(@ =1n(vax va) =In(va) +In(va) = 2In(va) done In(va) = 5 In(a),

Exemples:

e IN6=In2x3)=1n2+In3 e In(10%) = 9In10 (remarque : In10 = 2,3, donc
1 In(10%) = 20,7)

e In—-=-In3 1
3 . ln\/_: 51115
2

o ln§=ln2—ln3 ° ln(eg):31ne:3><1:3
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